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La probabilité qu’est ce que c’est ?

JUne probabilité est souvent ramené a un calcul
mathématique qui définie, la probabilit¢ (ou la chance)

quun eévénement donné se produisent.

dUne expérience est aléatoire lorsqu’elle a plusieurs
résultats ou 1ssues et que 'on ne peut pas prévoir, a priori
quel résultat se produira.

dI’ensemble des issues d’'une expérience s’appelle Punivers

La probabilité est une fonction permettant a mesurer la chance de
réalisation d’un évenement




Probabilité : notions de base
L’univers (’espace des possibles)

O

Quand on veut étudier un phénomene aléatoire, on va

commencer par définir ses limites. Qu'est-ce qu'on étudie
et quelles sont les situations possibles ?
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I’univers
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dI’univers : tous les résultats possibles de lexpérience

c’est ensemble des éventualités

= Par exemple si on lance un dé, il n'y a que 6 résultats
possibles, un par face. C'est ce qu'on va appeler des
éventualités (les i1ssues)

= L'ensemble de ces éventualités est appelé l'univers.
Et on le note tres souvent L2. Par exemple, dans le cas du

dé, Q=1{1,2,3,4,5,6

= Q est donc I'ensemble des résultats possibles que l'on

considere pour 1'étude.




Probabilité : notions de base
Evénement

O

QEvénement : Une partie ou sous ensemble de €

Etudier les phénomenes qui peuvent survenir dans le
cadre imposé par 'univers. On va donc s'intéresser a des
évenements qui peuvent se produire.

1. événement élémentaire

Un événement est peut etre composé d’une seule issus
(éventualité) : Par exemple, I'évenement "Obtenir un 3" en
lancant un dé c’est un événement ¢lémentaire.
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Evénement

O

Attention de ne pas confondre événement élémentaire et issue.

Précision :

Une issues appartient a €, alors qu'un événement (élémentaire ou
non) est contenu dans €.

C’est-a-dire que 'ensemble des 1ssues est appelé événement
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Evénement
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2. Evénement général :

dUn événement est étre composé de plusieurs issus : Par
exemple, "Obtenir un chiffre strictement plus petit
que 4" au lancer de dé ne correspond pas a une seule
éventualité mais a 3 éventualités.

dPlus généralement, un évenement est donc une partie
de l'univers. Pour faciliter son usage en maths, on le
notera presque toujours avec une lettre et parfois on y
ajoutera un indice.
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Evénement
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3. Evénement contraire : le reste de 1'univers.

L'événement contraire dun certain évenement A. 1l
correspond au "reste de 'univers" une fois qu'on le retire
A. Pour que le lien avec I'évenement A soit clair, on le
notera A

Exemple : si on note Q : « I'évenement : Obtenir un
chiffre strictement plus petit que 4 » . Alors Q est
« I'évenement : Obtenir un chiffre plus grand ou égal a 4 »,
c'est a dire 4, 5 ou 6.
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Evénement

O

LExpérience aléatoire : expérience dont le résultat ne
peut pas etre déterminé avec certitude a priori.

Le principe fondamental de l'expérimentation dans les
domaines des sciences exactes confirme que Si des
expériences sont répétées dans des conditions
pratiquement identiques, elles conduisent a des résultats
qui sont essentiellement les mémes
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Expérience aléatoires
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Exemple. Chaque étudiant lance 100 fois un dé a six faces et note les résultats

d’apparition de chaque face dans le tableau suivant :

-n-nnn

Effectif 20

On regroupe ensuite ’ensemble des résultats de la classe dans un méme tableau puis
on calcule les fréquences d’apparition de chaque face :

-n-n-n

Effectif 434 2700
Fréquences 16,1% 16,9% 16,4% 17% 16,1% 17,5% 100
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Le concept de probabilité
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Une probabilité est toujours comprise entre 0 et 1 : 0
signifie que l’événement n’arriveras jamais et 1 que

Pévénement arrivera a coup suf.

S1 nous somme surs ou certains qu’un événement sera
réaliser : on dit que sa probabilité est de 100% ou 1.

S1 nous sommes sars quun événement ne pourra pas se
réaliser : on dit que sa probabilité est 0.

Si, par exemple, la probabilité est %4 : on dit qu’il y a 25%
de chances qu’l soit réalisé et 75% de chances qu’il ne le
soit pas.
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La probabilité d’un événement
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Pourquot les probabilités sont toujours entre O et 1 ?

Dans des cas simples comme celut du lancer de dé, on vois

naturellement qu'il va y avoir 1 chance sur 6 de tomber sur
le 2 par exemple. Et 1/6 est bien compris entre O et 1.
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La probabilité d’un événement
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d Alors que st on nous demande les chances de tomber sur un 8 (0
chance) : la probabilité d'un événement impossible est 0.

d A l'opposé, si on nous demande les chances de tomber sur 1, 2, 3,
4, 5 ou 6 quand on lance un dé, il y a 6 chances sur 6. Et 6/6 ca
vaut 1 : la probabilité d'un événement certain est 1

1 On remarque donc que les 2 évenements les plus extrémes ont des
probabilités de 0 (¢ca n'arrivera jamais) et 1 (ca arrivera toujours),
tous les autres évenements auront donc des probabilités comprises
en 0 et 1.
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[ Les probabilités peuvent etres exprimées en
pourcentage quand c'est plus parlant (qu'un

pourcentage compris en 0% et 100% est bien qu’un
nombre entre 0 et 1).

[ Plus la probabilité d'un évenement sera proche de 1 (ou
de 100%) plus il y aura de chances que cet évenement se
produise. Par exemple, un éveénement qui a une
probabilité de 0,2 a 20% de chances de se réaliser alors
qu'un évenement de probabilité 0,9 a 90% de chances de
se produire.




Les probabilités a quoi ca sert ?

O

dDans le monde qui nous entoure, il existe de tres nombreux

phénomenes pour lesquels 1'aléatoire joue un role important.

 Certains sont naturels comme la météo, la localisation des
tremblements de terre, etc.

d D'autres sont issus nos créations comme les jeux de hasard, les
risques d'avoir un accident de voiture ou de tomber sur un
correcteur ultra sévere le jour du correction , etc.

QEn ¢étudiant mathématiquement le coté aléatoire de ces
phénomenes, on peut en tirer des caractéristiques globales pour
avoir une meilleure idée de leur comportement. Voire méme pour
essayer de les prédire précisément.




Probabilité ;: notions de base
L.oi de Probabilité

O

La loi de probabilité : C'est simplement ce qui relie les
évenements et leurs probabilités.

Pour définir une loi de probabilité, il suftit donc d'associer a
chaque évenement élémentaire sa probabilité.

S1 on note A; les évenements élémentaires (autrement dit
Q={A1, Ay, Az, ...} on définit la loi de probabilité de
cette expérience aléatoire en associant une probabilité p; a
chaque 4;.

dPour que cette loi de probabilités soit valide, il faut
respecter les conditions 0 < p; <1 ViEN et p; + py +
p3 +..=1.
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L.oi de Probabilité
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Par exemple dans le cas d'un univers avec un nombre fini
d'évenements élémentaires, il suffit de mettre tout ca dans
un tableau.

La loi de probabilité du lancer d'un dé équilibré a 6 faces est donnée par ce tablean.

el N R N

Probabilité 1/6 1/6 1/6
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ENSEMBLES ET PROBABILITES




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
1. notions d’ensemble

O

La notion d’ensemble est a la base des probabilités et de la statistique, voire
des mathématiques en général. Un ensemble peut étre considéré comme
une collection d’objets, appelés membres ou éléments. De facon générale,
nous désignerons un ensemble par une majuscule, par exemple A, B, C, et
'un de ses éléments par une lettre minuscule, a, b, c.

U

S1 un élément a appartient a ’ensemble C, nous écrirons a & C;
sian’appartient pas a C, nous noteronsa & C.
Sideux éléments a et b appartiennent a ensemble C, cela sera noté :

a,be

Pour qu’un ensemble soit bien défini, nous devrons étre en mesure de

spécifier 'appartenance ou la non appartenance d’un objet particulier a cet
ensemble.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
1. notions d’ensemble

O

[ Un ensemble peut étre défint soit par un dénombrement de tous ses

¢léments soit, quand cela n’est pas possible, on décrivant une
propriété de tous ses éléments.

Exemple 1. I’ensemble des voyelles de la langue francaise peut étre
défini soit par :
d Dénombrement : {a,eio,u,y}

d  Dindication de propriété sous I’écriture {x\x est une voyelle} qui
se lit : Pensemble de tous les éléments x tels que x est une voyelle.
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1. notions d’ensemble
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d Exemple 2. I’ensemble {x\xest un triangle dans un plan} est
I'ensemble de tous les triangles dun plan. Remarquons que la

méthode de dénombrement ne peut étre utilisée ici.
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2. Sous ensembles
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81 chacun des éléments d’un ensemble A appartient également a un
ensemble B, nous dirons que A est un sous ensemble de B. cette

propriété sera notée : ACB ouBOA etlue : A est inclus dans B ou
B contient A. il en résulte que pour tous les ensembles A, ACA .

dS1 ACBet BCA | nous dirons que A et B sont identiques et nous
noterons A=B. dans ce cas A et B contiendront exactement les
meémes éléments.

[ Si A et B ne sont pas identiques, c'est-a-dire s’ils ne contiennent pas
exactement les mémes éléments, nous écrivons 4 #= B.

[ Si ACB et4 # B, A sera dit un sous ensemble propre de B.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
2. Sous ensembles

Exemple 1. (a4, {,%} est un sous ensemble propre de 1@ €, i, 0, U},
Exemple 2. {i,0,a,u, e} un sous ensemble (mais pas un sous ensemble
propre) de {a, e, i, 0, u} parce que les deux ensembles sont identiques.

Remarque : un simple réarrangement des éléments ne change pas
I'ensemble.

Exemple 3. Au cours du jet d’un dé, les résultats possibles tels que le
nombre obtenu soit pair appartiennent a I’ensemble {2,4,6] sous
ensemble de 'ensemble {1,2,3,4,5,6} de tous les résultats possibles.

Le théoreme ci-dessous est vrai pour tout groupe d’ensemble A,B,C
Théoréme 1. Si @B et BEE alors HIEE
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3. Ensemble vide
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11 est souvent commode d’introduire un ensemble qui ne comporte

aucun élément. Un tel ensemble est dit ensemble vide et noté (@,
I’ensemble vide est sous ensemble de tout ensemble.

Exemple. Si nous jetons un dé, 'ensemble constitué par les résultats
7 et 11 est 'ensemble vide.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
4. Opérations sur les ensembles
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Union. L’ensemble de tous les éléments (ou points) qui appartiennent a A

ou a B, soit aux deux est appelé union de A et B et noté AR

- Rl - T ..
- - - <
- ~e” ~.

N,
~ -
~. < -
~~~~~~~~~~~~

Soit w le résultat de Pexpérience: AUB ={w € Q,w € Aouw € B}

A U B se réalise ssi A se réalise ou B se réalise : A ou B
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4. Opérations sur les ensembles
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Union.

Exemple.
E=1{1,2,3,4,5,6,..., 25} ;
A={3,0,9,12,15,18,21,24} ;
B=1{5,10,15,20,25}

AUB =1{35,6910,12,15,18,20,21,24,25}
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4. Opérations sur les ensembles

O

Intersection. I’ensemble de tous les éléments qui appartiennent a
la fois A et a B est appelé intersection de A et B, notéAnB .

L’intersection (N) de deux ensembles A et B s’exprime ainsi :

ANB={weOQ\wedetw € B}

A N B se réalise ssi A et B se réalisent: A et B
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4. Opérations sur les ensembles

O

Intersection. I’ensemble de tous les éléments qui appartiennent a
la fois A et a B est appelé intersection de A et B, notéAnB .

Deux ensembles A et B tels queA n B=0@, c'est-a-dire qui ne possedent
aucun des éléments en commun, sont appelés ensembles disjoints.

~~~~~~~~
~~~~~~~~

2
~, 7
<

N -
N -
\\\\\\\\\\




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
4. Opérations sur les ensembles
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Exemple. On lance simultanément deux dés (un jaune et rouge) a 6

faces. Soit les événements sutvants :
A : «la somme des points obtenus est égale a 12 »
B : «la somme des points obtenus est égale a 3 »

C : «le dé jaune s’arréte sur la face 1 »

Calculer : P(A), P(B), P(C) et P(BNC) ?
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4. Opérations sur les ensembles
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A : «la somme des points obtenus est égale a 12 »
— L
P(A) = -

B : «la somme des points obtenus est égale a 3 »

_2_1
P®B) = 36 18

C : «le dé jaune s’arréte sur la face 1 »

PO)==

1
P(BNC) =
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4. Opérations sur les ensembles
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Différence. L’ensemble de tous les éléments de A qui
n’appartiennent pas a B est appelé différence de A et B, noté A-B

- ~— - ———
_- S - ~
- S ~
-~ S
-~ .

~ 7
<

~. "> Pid
~. - -
~~~~~~~~~~~~~~
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4. Opérations sur les ensembles
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Complémentaire. Evénement constitué des résultats
¢lémentaires de €2 qui ne sont pas dans A. Soit » le résultat
de Pexpérience :

9. A

________
- ~.
-,

,,,,,,

A={weQw¢A}

A se réalise sst A ne se réalise pas : non A
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4. Opérations sur les ensembles
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Complémentaire.

Exemple.
SiN={0,12,3,456,...} ; A={0,2406,...} ;A= {1,3,57,...}

9. A

________
- ~.
-,

.
~ -
R

A={weQ,w¢e A}
Tapez une équation ici.
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4. Opérations sur les ensembles
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1. Inclusions : A est inclus dans B ssi tout élément de A appartient
aB:

Relations particulieres :

Pt ~~o
- ~.
- ~.
- ~

‘B AcBe— (x€eA— wEB)

A} Si A est réalisé alors B est réalisé

-
________

. "
~. e
———————
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4. Opérations sur les ensembles
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2. Disjonction ou incompatibilité : A et B sont disjoints ssi A et

Relations particulieres :

B n’ont pas d’éléments communs :

P A et B disjoints < (ANB = Q)

S (A et B disjoints : A et B sont incompatibles)

-
\\\\\




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
4. Le diagramme de VENN
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Définition : les diagrammes de Venn (appelés aussi diagrammes

d’ensembles ou diagrammes logiques), ils utilisent des cercles ou
d’autres formes entrecroisées pour illustrer les relations logiques
entre deux ensembles d’éléments ou plus.

Ils sont utilisés pour décrire et analyser la facon dont des éléments

sont liés les uns aux autres au sein d’un univers
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4. Le diagramme de VENN
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Exemple. Un sac contient 100 jetons. Il y a 70 jetons rouge, 40 jetons
ronds et 15 jetons rouge et ronds.

1. Combien y-a-t-il de jetons rouges mais pas ronds ?

2. Combien y-a-t-1l de jetons ronds mais pas rouges ?

3. Combien y-a-t-il de jetons ni ronds ni rouges ?
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4. Le diagramme de VENN
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Jetons (100)

Ronds

Rouges
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4. Le diagramme de VENN
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Jetons (100)

Rouges (70) Ronds (40)

le nombre des jetons ni ronds ni rouges correspond a la zone extérieur : 100-
(55+15+25 )= 100-95 = 5




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
5. Quelques théorémes relatifs aux ensembles
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1. Soit A et B deux ensembles. l.es relations d’unions et

Propriétés :

d’intersections sont commutatives, c’est-a-dire :
ANB=BNA
AUB=BUA

2. Soit A, B et C trois ensembles. Les relations d’unions et
d’intersections sont associatives, c’est-a-dire :

(AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC
(AnNnB)NnC=AnBncC)=AnBncC




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
5. Quelques théorémes relatifs aux ensembles

O

3. Soit A, B et C trois ensembles. I'unions et I'intersections sont
distributives, c’est-a-dire :

Propriétés :

AnN(BUC)=AnNB)UANC)
AUBNC)=(AuB)n(Auc)
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5. Quelques théorémes relatifs aux ensembles
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Théoréme 2. AUB=BUA Commutativité des unions
Théoréme 3. AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC  Associativité des unions
Théoréme 4. AN B=BnA Commutativité des intersections

Théoréme 5.4N(BNC)=(ANB)NC=ANBNC Associativité des intersections
Théoréme 6. An(Buc)=AnB)u@Anc) Premiere loi de distribution
Théoréme 7. Au(BnC)=AuB)nAuc) Seconde loi de distribution
Théoréme 8. A-B=4nB

Théoréme 9. siA=B,A o BorB' c A’

Théoréeme 10. Augp =4, Angp=¢

Théoréme 1l. avu=u Anu=4
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5. Quelques théorémes relatifs aux ensembles
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Théoréeme 12. (AUB)'=A'NB’ Premicre lo1 de Morgan
Théoréme 12. (ANB)'=A'UB' Seconde loi de Morgan
Théoreme 13. 4= (AnB)U(ANB")  Pour tous ensembles A et B.
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6. Probabilité conditionnelle

O

Exemple. On choisit au hasard un étudiant dans une classe

Soit M I’événement « ’étudiant est fort en math »
Soit E Pévénement « I’étudiant est fort en économie »

Donc MNE I'événement « I’étudiant est fort en math et en
économie »

P(MNE)

P(M\E) =

P(E)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle

O

Définition : Soient A et B deux événements avec P(A)Z0. on appelle
probabilité conditionnelle de B sachant A, la probabilité que
I’événement B se réalise sachant que ’événement A est réalisé.

Elle est notée P(B\A) est définie par :
P(ANB)

P(A)

P(ANB)= P(A) X P(B\A)
——

Soit alors, P(B\A), la probabilité que B se réalise, A étant réalisé. Dans

la mesure ou nous savons que A s’est réalisé, A devient le nouvel

espace d’échantillonnage, remplacant Q

P(B\A) =
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6. Probabilité conditionnelle

O

P(M) est la probabilité que I’étudiant soit fort en math

P(M\E) est la probabilité que I’étudiant soit fort en math

sachant qu’il est fort en économie
Considérons que la classe est composée de 30 étudiants :
* 10 d’entre eux sont forts en math

e 12 sont forts en économie

e 7 sont forts dans les deux matieres
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6. Probabilité conditionnelle

O

Considérons que la classe est composée de 30
étudiants :

e 10 d’entre eux sont forts en math

e 12 sont forts en économie

e 7 sont forts dans les deux matieres

10 _ 1
0

P(M) == =1

12 2 7
2 P(E)_E_E P(MHE)—E
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6. Probabilité conditionnelle
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Exemple. Evaluer la probabilité d’obtenir un nombre inférieur a 4 au cours du
jet unique d’un dé :

1. Sans autre information

2. Silon sait que le résultat obtenu est impair

1. Soit B I’événement gin férieur 34} Puisque B est 'union des événements

réalisation de 1, 2, ou 1

P(B]=P(1]+P(ZJ+P(3]=%+%+E=%

2. Soit A l'événement {nombre impair}; pca) — g _ %

.

2 1 3

De plus PANB) = 6= 3 €t P(B\A) = PE;(E)B] — v =§
2

Nous remarquons que la connaissance du fait que le résultat est impair entraine une

élévation de la probabilité qui passe de 1\2 a 2\3.




conditionnelles.
) B
&
A —_—
Q,k P (5\ A) B
?Qg,\}‘\ B
2,
@) > 7
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Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Arbre de probabilité

une expérience aléatoire

Un arbre de probabilité : est un schéma permettant de résumer
connaissant des probabilités

Regle 1. la somme des probabilités
des branches issues d'un méme
neceud est égale a 1

Regle 2. la probabilité d'un
chemin est égale au produit des
probabilités sur ce chemin

Regle 3. formule de la probabilité
totale : La probabilité d’'un
événement associé a plusieurs
chemins est égale a la somme des
probabilités de chacun de ces
chemins.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Arbre de probabilité

O

Arbre de probabilité

Exemple. Un sac contient 50 boules, dont 20 rouges et 30
noires.

- 15 boules rouges sont marqués : Gagné
- 9 boules noires sont marqués : Gagné

On tire au hasard une boule dans le sac.

Construire un arbre de probabilité
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6. Probabilité conditionnelle/Arbre de probabilité

O

Arbre de probabilité
\d
&
«z@\ <, Gagné — P(RNG)=04x%0,75=0,3
Y4
! 0,
%0//0 R P(P\R25 Perdu —s P(RNP)=04x0.25=0,1
On tire 9,0\ _OoD
boul 0~

i S $\4‘9\("’Gagné _, P(NNG)=0,6x 0,3=0,18
au hasar A > Q&G\

A »; N

P>
OD/AD Perdu—s> P(N N P)=0,6 x 0,7= 0,42
So
) >




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Arbre de probabilité

O

Arbre de probabilité

Exemple. On tire au hasard une boule dans une urne contenant

des boules rouges et des boules noires.
L’urne contient 40% de boules rouges

Parmi les boules rouges , 75% sont gagnantes

Et 25% de boules sont noirs et gagnantes
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6. Probabilité conditionnelle/Arbre de probabilité

O

P(R) X P(G\R) = P(G N R
Gagne — ¢ 4%0,75= 0,3

P(RN P)

P(G NN)
Gagné —_ 0,25

P(N N P)
Perdu —
= 0,35
La probabilité de tirer une boule
gagnante ?
P(G) = P(GNR)+P(GNN)= 0,3+0,25=0,55

Regle 1. la somme des
probabilités des branches
issues d’'un méme nceud est
égale a1

Regle 2. la probabilité dun
chemin est égale au produit
des probabilités sur ce chemin

Regle 3. formule de la
probabilité totale : La
probabilité d’'un événement
associé a plusieurs chemins est
égale a la somme des
probabilités de chacun de ces
chemins.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Evénements indépendants

O

O Si P(B\A) = P(B); c-a-d si la probabilité de réalisation de B n’est pas affectée par la
réalisation ou le non réalisation de A.

d On dit que deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants

lorsque : P(AnB)= P(A)P(B)

A et B sont indépendants, si seulement st :

P(B\A) = P(B) ou P(A\B) = P(A)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Evénements indépendants

O

P(AN B)
P(B\A) = P A

_ P(A)xP(B)
P4
= P(B)

Qu’on restreint 'univers ou pas, on trouves le méme résultat.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Evénements indépendants

O

Exemple. Un dé non truqué est jet¢ deux fois. Quelle est la
probabilité d’obtenir un 4,5 ou 6 au premier jet et un 1, 2, 3 ou 4 au
deuxieme jet ?




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle/Evénements indépendants

O

Exemple. Un dé non truqué est jet¢ deux fois. Quelle est la
probabilité d’obtenir un 4,5 ou 6 au premier jet et un 1, 2, 3 ou 4 au
deuxieme jet ?

On note événement A ={4.5,6} et B={1,23 4}

On cherche alors P(ANB)

P(AﬂB)=P(A)><P(B\A)=P(A)><P(B)=%><%=%

On remarque que le résultat du second jet est indépendant du résultat

du premier jet, cela veut dire que P(B\A) = P(B)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

O

dL’inférence bayésienne est une méthode de raisonnement par
laquelle on calcule les probabilités de diverses causes hypothétiques
a partir de observation d’événements connus.

[ Ce théoreme permet d’évaluer les probabilités des différents
événements, Al, A2,... An qui peuvent causer la réalisation de A.

[ C’est pour cette raison le théoreme ou regle de Bayes est souvent
désigné comme un théoreme sur la probabilité des causes.

P(B\A) x P(A)
P(B)

P(A\B) =




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle de Bayes

O

Etude concréte. « D’apres les données bibliographiques a
disposition, la sensibilité peut etre estimée entre 56 et 83 %. Des
lors, sur la base de cette estimation de la sensibilité et d’une
spécificité excellente a 99 % (quasiment pas de faux-positifs), nous
avons calculé les valeurs prédictives positives (VPP) et négatives
(VPIN) en fonction de la prévalence de Covid-19 au sein de la
population dont est issu le patient (probabilité prétest).

La prévalence : est la probabilité que le patient soit malade (M)

La sensibilité : est la probabilité quun test soit positif sur une personne dont on
est str qu’elle est malade, c’est P(T\M)

La spécificité : est la probabilité qu'un test soit négatif sur une personne dont on

est sar qu’elle n’est pas malade P(T\M)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle de Bayes

O

La prévalence : est la probabilité que le patient soit malade (M)

La sensibilité : est la probabilité qu'un test soit positif sur une personne
dont on est sir qu’elle est malade, c’est P(T\M)

La spécificité : est la probabilité qu'un test soit négatif sur une personne
dont on est sir qu’elle n’est pas malade P(T\M)

VPP : Valeur Prédictive Positive : Probabilité d’avoir la maladie sachant que
le test est positif. P(M\T) I'inverse de la sensibilité

VPN : Valeur Prédictive Négative : Probabilité de ne pas avoir la maladie
sachant que le test est négatif. P(M\T)—> l'inverse de la spécificité

On note les événements suivants :
M : la personne est malade, M : la personne n’est pas malade
T : le test est positif, T : le test est négatif




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

Prévalence 10%

....... ~ Maladie + (100) Maladie — (900) Spécificité 0,99
LS 56-83 9 Sensibilité 0,56-0,83

Test - 17 - 44 891 vPP 0,86 — 0,90
VPN 0,95 —- 0,98
Prévalence 20%
Maladie + (100) Maladie — (400)  Spécificité ] 0,99
Test + 56 - 83 a4 Sensibilité 0,56-0,83
Test - 17 - 44 396 vPP 0,93 - 0,95
VPN 0,90 — 0,96
Prévalence 30%
Mazaladie + (100) Maladie — (233) Spécificité 0,99
56 - 83 2 Sensibilité 0,56-0,83
17 - 44 231 VPP 0,97 — 0,98
VPN 0,84 - 0,93
Prévalence 50%
Maladie + (100) Maladie — (100) Spécificité 0,99
56 - 83 1 Sensibilité  0,56-0,83
Test - 17 - 44 99 vPP 0,98 — 0,99
VPN 0,69 — 0,85




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

O

Prévalence 10%

Maladie +(100) Maladie~(900) JRESTI T RNEEEL

(5 56-83 g Sensibilité  0,56-0,83
17-44 891 VPP 0,86-0,90

VPN 0,95~0,98

Quelle la probabilité que la personne soit malade alors
que le test est positif?

On cherche alors a évaluer P(M\T)?




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

P(T\M)

Spécificité
‘. Sensibilité
Test - . VPP
VPN

Quelle la probabilité que la personne soit malade alors
que le test est positif?

On cherche alors a évaluer P(M\T)?




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

O

Quelle la probabilité que la personne soit malade alors
que le test est positif?

P(B\A) x P(4)

P(A\B) = P 5
POM\VT) = P(T\II\J/I();;P(M)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

Taux de prévalence de 10%
P(T \M) «x P(M
P(M\T) = ( \ ) ( )

& T P(MNT) P(T)
Oﬂ
M< ™ ?
0 T P(MNT)

Iq T

P(T\M) x P(M)
P(T)

N

T pPMnT) P(M\T) =




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

Taux de préalence de 10%
P(T \M) «x P(M
P(M\T) = ( \ ) ( )

<o<° T P(MNT) P(T)
O» v\
M O< _ PMNT) P

Iq T

P(T\M) x P(M)
P(T)

N

T PWMNT)

P(VI\T) =

7 P(MNT)
P(T)=P(MNT)+P(MNT)=(0,1X%0,56) + (0,9 X 0,01) = 0,065

P(T) =1-0,065 = 0,935




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

Taux de prévalence de 10%

o T PMNT) _ P(T\M) * P(M)

oP POMNT) = ——

M B P(MNT) __0,1X0,56
%94 T 0,065 86

P(MNT) Z o _ P(T\M) X P(M)

T P(M\T) =

0,9%x0,99
= =0,95

0,935

7 P(MNT)
P(T)=P(MNT)+P(MNT)=(0,1X%0,56) + (0,9 X 0,01) = 0,065

P(T) =1-0,065 = 0,935




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

O

Taux de prévalence de 10%

& T P(MNT) _ P(T\M) = P(M)
o P(M\T) = BT
P(MNT)
0,1x0,83
= ———=0,90
0,092

T P(MNT)

p(iiT) = POMD X P

P(T)

— P M N rI_" _ 0,9)(0,99=
T ( ) 05 =098

P(T)=P(MNT)+P(MNT)=(0,1x%0,83) + (0,9 X 0,01) = 0,092
P(T) =1—-0,092 = 0,908




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
6. Probabilité conditionnelle /Régle ou théoréme de Bayes

O

Résumé :
Probabilité Pré-test VPN
10% 0,95-0,98
20% 0,90-0,96
30% 0,84-0,93
50% 0,69 -0,85

On s’intéresse au test négatif, la probabilité qu'un patient ne soit pas
réellement malade quand son test est négatif VPN




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Analyse combinatoire

O

dDans de nombreux cas, le nombre de points d’échantillon de
I'espace fondamental, n’est pas treés grand, aussi le comptage de ces
points dans le but d’évaluer les probabilités ne présente pas de
difficultés majeurs. Cependant, quand le dénombrement direct
devient impossible on fait appel a 'analyse combinatoire qui n’est
autre chose qu’une méthode élaborée de comptage.

 L’analyse combinatoire est une branche de la mathématique qui
s'occupe de 1'étude de l'ensemble des issues, événements ou faits
avec leurs arrangements (combinaisons) ordonnés ou non selon
certaines contraintes données.

[ Elle s’occupe a étudier comment compter les objets dans différents
contextes




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Analyse combinatoire

O

Le principe multiplicatif

[ On considére deux ensembles finis A et B.

1 On note AXB le produit de A par B. c’est-a-dire I'ensemble des
couples (x,y) ou x est dans A et y est dans B.

- . . S S S S S S S B B S S S e e B Ea Eae e e .y,




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents

O

S1 une opération quelconque peut ctre effectuée de™1 facons

différentes, puis qu’une seconde opération peut étre effectuée
de 12 facons différentes...et qu'enfin une kieme opération peut
étre effectué de mnp facons différentes, alors les k opérations

peuvent étre effectués dans Pordre indiqué de 11M; .7 facons
différentes




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents

O

Exemple. St un individu possede 2 chemises et 4 cravates, il peut
alors choisir de 2X4=8 manieres différentes, d’abord une chemise

puis une cravate.

card(AXB) = card(A) X card(B)=2X4=8

En relation avec ce résultat on utilise souvent un diagramme, appelé
diagramme arborescent (arbre de probabilité).

Représentons les chemises par S1 et S2 | et les cravates par T1, T2, T3
et T4. Les différentes manieres de choisir une chemise puis une
cravate sont indiqués sur le diagramme arborescent :




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents

O

Exemple. Calculer la probabilité d’obtenir exactement 2 face en

langant trois fois une picce de monnaie.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage Diagrammes arborescents

8 résultats

possibles
2 =8

<
<,
<
p"

P(obtenir exactement 2 faces)




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents

8 résultats

5 possibles
23 =8
3
4
5
3 résultats
6 favorables
7

3
P(obtenir exactement 2 faces) = 3




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
7. Principe fondamental du comptage. Diagrammes arborescents

38
111y A_1_1y 1_1_1y 3
P(exactement 2 faces) = X5 X))+ CXo X))+ (X x2) ==




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations

O

Soient 7 objets donnés et distincts et que ’on souhaite en alienher r
] q g

d’entre eux sur une droite. Dans la mesure ou il y a n manicres de
choisir le premier objet, puis, une fois ce choix fait, n-1 manieres de
choisir le sutvant,..., et finalement n-r+1 de choisir le rieme objet, il
résulte du principe fondamental de comptage que le nombre
d’arrangement est B =n(n—1)(n—2)..(n—7 + 1)

est le nombre d’arrangement de n objets.

Dans le cas particulier ou r=n, Pexpression devient :P! =n(n—1)...1 =n!




Chapitre 2. Ensembles et probabilitées
8.Permutations

O

Le produit qui comprend n facteurs de 1 a n s’appelle une

factorielle et se lit factorielle n. il y a lieu de noter que dans ce cas,
on a déterminé le nombre de facons de ranger n objets par groupes
de n. les groupes seront tous identiques au niveau des obijets
contenus mais leur ordre sera différent selon les groupes. On aura
alors réalis¢é des permutations de l’ordre des objets dans les
groupes.
Bi=nn—1)..1=n". cette expression représente alors le nombre
total de permutations possibles avec n objets.
P§=n(n—1)l:n—2)...l:n—ﬂ?!'+1)

B = (n—p)l : Cette expression peut s’'exprimer en termes
de factorielles :




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations

O

Une permutation est une disposition ordonnée de tous les
¢léments d’un ensemble.

Deux permutations d’'un ensemble se distinguent par l'ordre de
disposition des éléments qui le composent.

Lorsqu’on veut caleuler le nombre de permmutations possibles : savoir combien de
fagons différentes on peut ordonner tous les élément du méme ensemble.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations et arrangement

O

Exemple. On tire successivement 3 billes d’un sac en contenant 3
identifiées par A, B et C. les résultats possibles sont :

(A,B,C)
(A,C,B)
(B,A,C)
(B,C,A)
(C,A,B)
(C,B,A)

=— 6 permutations




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations et arrangement

O

Premier Deuxiéeme Troisieéme Résultats
tirage tirage tirage
B C A,B ,C
A< c B A,C,B
A c B,A,C
sl
C A B,C,A
N B C,A,B

T~
B A C,B,A




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations

O

Une permutation de n objets distincts est une suite ordonnée
de ces n objets.

Exemple. Avec ces trois symboles 458, quel est le nombre des
permutations possibles :

548 485
854 584
458 845




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8.Permutations

O

Une permutation de n objets distincts est une suite ordonnée
de ces n objets.

Exemple. Avec ces trois symboles 458, quel est le nombre des
permutations possibles

548 485

854 584

458 845




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Arrangements

O

Un arrangement est une suite ordonnée d’un certain nombre
d’éléments d’un ensemble

Exemple. On organise une course comprenant 10 personnes et on
s’intéresse au podium formé des trois premiers dans ordre.

Combien de podium différents existe-t-il




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8. Arrangement sans répétition

O

Exemple. On organise une course comprenant 10 personnes et on
s’intéresse au podium formé des trois premiers dans ordre.

Combien de podium différents existe-t-il ?

OR Argent Bronze

"""""""""""""
__________
fffff
zzzz
/
/ \ 4 \
] 1 ] 1
] [} ] \
1 1 [} —
] I| 1 i —
] 1 ! 1
1 1 | i
1 1 \ 1
R 1 \ !
\ 1 ) [/
\ 4 b H
\ L/ ) !
7 \ /

\\\\\
___________

~< P




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8. Arrangement sans répétition

O

Exemple. On organise une course comprenant 10 personnes et on
s’intéresse au podium formé des trois premiers dans ordre.

Combien de podium différents existe-t-il

OR Argent Bronze

"""""""""""""
__________
\\\\\
lllll
4
II ‘\ 4 \
] 1 ’ 1
1 \ ' [\
1 1 ’ [}
] 1 1 [}
] 1 ! 1 —
1 1 | 1 —
1 1 \ 1
R 1 \ [}
\ 1 ) [/
3 1 \ [/
X 7 \ [/
7 \ /)

., -
~s -
.................

_____________________________________________________________________________________________________________
4
(]
1
1

Le nombre d’arrangement sans répétition de r objet parmi n objets est
N!

A -

N — ——




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
8. Arrangement sans répétition

O

Exemple. On organise une course comprenant 10 personnes et on

s’intéresse au podium formé des trois premiers dans ordre.

Combien de podium différents existe-t-il?

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' Le nombre d’arrangement sans répétition de r objet parmi n objets est
i Nn! 5
| ro__ |
e R R > L )
. 10! 10!
A 720

0= 10-3) 71




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Arrangement avec répétition

O

Exemple. Combien de nombre a 5 chiffres peut on écrire avec les
chiffres 1,2 et 3 seulement.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Arrangement avec répétition

O

Exemple. Combien de nombre a 5 chiffres peut on écrire avec les
chiffres 1,2 et 3 seulement.

3 1 2 3 3
Possibilités : 3. 3 . 3 . 3 . 3 =33 =243
Le nombre d’arrangement avec répétition de r objet parmi n
objets est: n”

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Dans le cas des permutations (ou des arrangements) nous nous
intéressons a l'ordre dans lequel les objets sont rangés. Dans ces
conditions abc est une permutation différente de bca. Dans de
nombreux problémes, cependant, la question qui se pose est de

sélectionner des objets sans aucune référence a 'ordre dans lequel
ils sont (combinaisons). Dans un tel cas abc et bca constituent la
méme combinaison.

Le nombre de combinaison de n objets se note C. ouly). Sa
valeur est : ., nl
() = Ca - rl(n—17)!
nn-1)..n-r+1) 47

r)= r! r!
]




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Il est facile de montrer que : () = (3-,) ou € =C2~"

t

Noter que choisir r éléments, c'est choisir de ne pas choisir les n - r

restants




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Exemple. On organise une course comprenant 10 personnes et on

s’intéresse au podium formé des trois premiers sans tenir compte de
Pordre.
Combien de podium différents existe-t-il?




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Exemple. L.e nombre de facons différentes de choisir 3 cartes dans

un groupe de 8 est :

I
rl(n—r7)!
g 876
8y _ _ -
=0 315 3l =96




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Exemple. Combien des éléments possibles de prendre 2 chiffres
parmi ces 3 chiffres : 1,2) et 3.




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Exemple. Combien des éléments possibles de prendre 2 chiffres
parmi ces 3 chiffres : 1,2) et 3.

(1,2) (1,3) (2,3)

p_ M 31 321
)= = G=0)= =3

N1 21




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

n!

Propriétés des combinaisons : (M) =(’ =
r'(n—r)!
Cl=0Cr=1
€ =n=(1
@ =

r+l1 _ rr r+1
CTI+1 _ CTI T CTI




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

P 16tés d s : o n!
ropriétés des combinaisons (") = C" S
n n n n!
o0l (n=-0) = " alln-n) nl
CT% _ nzqu—l c = il il _n[n—l)!_

-1 @-1 @1

41=432.1= 43 ;nl=n(n-1) !
! il nn-1)

Cﬂ'_lz = = =Nh
T -Dm-0-1) (-D1 (n-1)
C;;_-: ETT;_T E— T!(TLI—T]!=(ﬂ—Tj!(ﬂl—(n—T)!=(ﬂ—i;']!T!

r+l _ pr r+l ) <1y .
G =G+ > Onvadémontrer a I'aide de triangle

de iascal




Chapitre 2. Ensembles et probabilités
9. Combinaison

O

Permutations

>
n objets de
I’ensemble \

A}OO Arrangements

Combinaisons

n!
) =C; =

Résultats
ordonné

ri(n—r)!




Chapitre 3. Variables aléatoires

Variable aléatoire

O

Supposons que nous affections une valeur a chaque point de lespace

Définition :

d’échantillonnage. Nous aurons, alors, défini une fonction est appelée variable
aléatoire (ou variable stochastique) ou plus précisément fonction aléatoire (ou
stochastique), généralement désignée par une lettre majuscule telle que X ou Y,

une variable aléatoire possede, en général, une signification donnée, physique,

géométrique ou autre.




Chapitre 3. Variables aléatoires

Variable aléatoire

O

Soit Pexpérience aléatoire « On lance deux fois une piece de monnaie et on regarde le

Exemple :

résultat ». [’ensemble de toutes les issues possibles Q={FF, FP, PE, PP}.

Soit alors X le nombre de faces possibles. A chaque point de I’espace

d’échantillonnage, nous pouvons associer une valeur de X.

X 2 1 1 0




Chapitre 3. Variables aléatoires

Variable aléatoire

O

- Une variable aléatoire qui peut prendre un nombre fini ou dénombrable fini des

valeurs est dite variable aléatoire discrete.

- Une variable aléatoire qui peut prendre un nombre infini non dénombrable de

valeurs, elle est dite variable aléatoire continue.




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique et la variance

O

Caractéristiques :

Les deux principales caractéristiques, la moyenne et la variance, d'une

variables aléatoire discretes sont données par :

E(X) =2 P,

V(x)=3 plx ~ECOF




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique

O

[’espérance mathématique E(X) d’une variable aléatoire X
joue le role dévolu a la moyenne en statistiques : elle correspond a

la valeur moyenne espérée par un observateur lors d’une réalisation
de la variable aléatoire X. On a:

lorsque X peut prendre N valeurs différentesp, = P[X = x. Javec
comme probabilités élémentaires




Chapitre 3. Variables aléatoires

La variance

O

Pour décrire plus précisément le comportement de X, sans

pour autant caractériser completement la loi de X, on peut
s’intéresser aux écarts de X par rapport a cette moyenne.

Cependant, si on considere simplement la différence X-E(X),
on obtient un écart moyen E(X-E(X))=0 (par linéarit¢ de
I'espérance). On pourrait considérer la valeur moyenne de
| X-E(X) | mais on préfere considérer la moyenne de (X — E(X))?
plus pertinente mathématiquement.




Chapitre 3. Variables aléatoires

La variance

O

LLa variance mesure ainsi la déviation moyenne autour de la
moyenne espérée E(X), et est définie par :

V(X) = E(X ~EQOF =3 pi( —E(X»T

Elle est toujours positive puisqu’il s’agit de 'espérance d’un carré.

Autre expression de la variance :  V(X) = E(X ) — [E(X)]2




Chapitre 3. Variables aléatoires
L’Ecart-type

O

Pour mesurer la dispersion d’une variable aléatoire X, on considere

souvent en statistiques ’écart-type, lié a la variance par :

oy =~V (X)




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de I’espérance mathématique et de la variance

O

Propriétés de la moyenne
E(a)=a
E(aX)=aE(X)

E(X +Y)=E(X)+E(Y)

E(XY)=E(X)xE(Y) siXetYsontindépendantes




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de I’espérance mathématique et de la variance

O

Propriétés de la variance

V(X)=>0

V(X)=E(X*)-[E(X)

V(@a)=0
V(aX)=a’v(X)

V(X +Y)=V(X)+V(Y) si X et Y sont indépendantes




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Une banque accepte de ses clients des rouleaux de pieces de 10

MAD sans en controler le nombre (en principe 25 pieces). On suppose que 3%
des rouleaux contiennent seulement 24 pieces, que 96% des rouleaux

contiennent 25 pieces et que 1% des rouleaux contiennent 26 pieces.

Si on note X la V.A. qui représente le nombre de pieces d’un

rouleaux calculer E(X) et V(X)




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de ’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Soit X une V.A. représentant le nombre de pieces par rouleaux

X 24 25 26 Total

pi 0,03 0,96 0,01 1

Xi Pi




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de I’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Soit X une V.A. représentant le nombre de pieces par rouleaux

X; 24 25 26 Total
P; 0,03 0,96 0,01 1
X; pi 0,72 24 0,26 24,98

E(X)=2498




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de I’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Soit X une V.A. représentant le nombre de pieces par rouleaux

X; 24 25 26 Total
pi 0,03 0,96 0,01 1

X: P 0,72 24 0,26 24,98
X? 576 625 676

Xi2 D, 17,28 600 6,76 624,04
E(X)=24,98 E(X?)=624,04

V(X)=E(X?)=E(X)? =624,04—(24,98)> = 00,0396

X est une variable aléatoire de moyenne 24,98 et de variance

0,0396 (ou d’écart-type 0,199)




Chapitre 3. Variables aléatoires

Propriétés de I’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Un joueur lance un dé cubique équilibré.

- Si le numéro obtenu est 1,2,3 ou 4 il perd 5SDH
- Si le numéro obtenu est 5, il gagne 7DH.
- Si le numéro obtenu est 6, il gagne 10DH.

On appelle X la variable aléatoire égale au gain algébrique du

joueut.
(1) Déterminer la loi de probabilité de X

(i1) Déterminer 'espérance de X




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique et de la variance

O

Exemple. Un joueur lance un dé cubique équilibré.

-Si le numéro obtenu est 1,2,3 ou 4 il perd 5DH
- Si le numéro obtenu est 5, il gagne 7DH.

- Si le numéro obtenu est 6, il gagne 10DH.

lep-5 —“__
1

T p(X =x)

6 6 6
3_5-5
4 —» -5
E(X)=—5x 2+ 7xL110xt= 2L
5 i +7 6 6 6 2
6 — +10




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique et de la variance

Exemple.

___
2/3 1/6 1/ 6
lel -3,33 1,17 1,67 'Oa5

E(X)=5xﬂ+7x1+10x1:—1=—0,5
6 6 6 2

En moyenne par partie vous allez perdre 0,5 DH a ce jeu

Par partie ! Cela veut dire si on joue 1000 partie, en moyenne on va perdre
1000%*(-0,5)

E(X)>o0 : jeu est favorable
E(X)=0 : jeu est équitable
E(X)< 0: jeu est défavorable




Chapitre 3. Variables aléatoires

L’espérance mathématique et de la variance

Exemple.

1. V(X)=E(X*)-[E(X)f
Pi a3 16 16 1
XiPi 333 117 167  -05
X2 25 49 100 174

V(X)=415-(-0,5)° =4125

2
X By 16,67 8,17 16,67 41,5

2 V) =3P (% ~EX))
V(X) = gx (=5 (=0,5))? + % « (7 = (=0,5))2 + % « (10— (—0,5))?

4

V(X) =2 % (=5+05)% + 2 x(7+05) + = x (10+0,5)% = 41,25




Chapitre 4. Distributions particuliéres de probabilités

O

 Les lois paramétriques sont des lois de probabilité qui dépendent
d’un ou de plusieurs parametres (généralement 1 ou 2).

J Des phénomeénes aléatoires tres différents peuvent étre décrits par
une méme loi avec des wvaleurs différentes pour les différents
parametres.

 les lois paramétriques permettent de simplifier, prévoir, et analyser
des phénomenes aléatoires complexes grace a des parametres
ajustables qui s'adaptent aux spécificités de chaque situation.

J Ainsi un nombre limité de lois permettent de décrire pratiquement
une infinité de phénomenes aléatoires.




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Une éprenve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues que [ on peut

nommer « Sucees » o «échec ».

La probabilit¢é d’un succes a une épreuve peut prendre a priori
n’importe quelle valeur p comprise entre O et 1.

S1 la méme épreuve est répétée n fois dans des conditions identiques,
alors on a 7 épreuves chacune ayant la méme probabilité de succes p.
Dans ce cas on dit que les épreuves sont identiques. De plus, si les
épreuves sont indépendantes, alors la probabilit¢é d’un succes a une
épreuve donné est la méme, quels que soient les résultats aux autres
épreuves. Résumons les hypotheses :




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Une éprenve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues que [ on peut

nommer « Succes » ou «échec ».
Résumons les hypotheses :

1. Chaque épreuve donne lieu a deux résultats possibles appelés
succes et échec.

2. la probabilité d’un succes est constante d’une épreuve a une
autre et est notée p. la probabilité d’un échec est égale a 1-p

3. les épreuves dite Bernoulli sont au nombre de # et sont
indépendantes.




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

X suit une lot de Bernoulli de parametre p notée B(p) st :

elle prend les valeurs O et 1 avec les probabilités -

4 _(p six =1
P(X_x)_{l—p Six=0}

P(X =K) = p*@-p)*

Propriétés : E(X)=0p et V(X)=p@d-p)

Domaine d’application : Un seul tirage (sans remise).

Une éprenve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux: issues que [ on peut

nommer « SUcces » ou «eéchec ».




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Exemple. On lance un dé non pipé 10 fois de facon indépendante. La
probabilité d’obtenir un 6 a un jet particulier est 1/6 et la probabilité
d’obtenir autre chose que 6 est 5/6. la probabilit¢ d’obtenir un 6 au
5eme jet et autre chose que 6 a chacun des 9 autres est donc :

1 9
(lj x(ﬁj ~ 0,032
6 6
Mais la probabilité d’obtenir un seul 6 en 10 jets est :
1Y _(5Y
C;, X (—j X (—j =0,32
6 6

\ Ce qui est 10 fois plus, car le 6

peut étre obtenu a n’importe

lequel des 10 jets




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Exemple. On lance une piecce de monnaie, et on choisit Pile comme

succes.

Calculer l’espérance et la variance.




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Exemple. On lance une piecce de monnaie, et on choisit Pile comme

succes.

Calculer espérance et la variance de X

X suit une loi de Bernoulli : B(1/2) ’@
On sait que P(F)=P([P)=1/2 P(X=xi) 0?5 0.5

X peut prendre soit 1 soit 0

Pile = succes =1 EX)=p=0,5

V(X)=p(1-P)=0,5.0,5=0,25
Face =échec =0 =p-D)




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Exemple. On lance une piecce de monnaie, et on choisit Pile comme

succes.

Calculer espérance et la variance de X -m
X 0 1

X peut prendre soit 1 soit 0

P(X=xi) 0,5 0,5
Pile = succes =1
EX)=p=0,5
Face =échec =0 V(X)=p(1-P)=0,5.0,5=0,25

----------------------------------------------------------------------------------

E(X) = Zn:xi p. = (0x0,5)+(1x0,5) = 0,5

o —

V(X) = Z p;[x, —E(X)J =0,5%x(0—-0,5)? +0,5x (1—0,5)? =0,25

N -




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi de Bernoulli

O

Exemple. On lance un dé, et on choisit que le succes est d’avoir un 6

X suit une loi de Bernoulli B(1/06)
X peut prendre soit 1 soit 0
« 6 » = succes =1

12345 6

«1,2,3.4.5» =échec =0 X 5 0
P(X=xi) 5/6=0,83 1/6=0,16

EX)=p=0,16
VX)=p(1-P)=1/6.5/6=0,138




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

X suit une loi Binomiale de parametres # et p, notée B(n,p) si elle prend

les valeurs 0,1,2.....,7 avec les probabilités ;

----------------------------------—

JPropriétés : et V(X)=npld-p)

JdDomaine d’application : Dualité (urnes contenant boules blanches
et boules noires) avec remise.

Appelée également un schéma de Bernoulli : ¢’est une répétition de n épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes pour lesquelles la probabilité du succes est p




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

Exemple. La probabilité d’obtenir exactement 2 faces au cours de

6 lancers d’une piece de monnaie

P(X =k)=Cyp* (L p)"*

Y AN A G\ A
rr=2=a) (3 =350 () -5




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

Exemple. On répete 3 fois une épreuve de Bernoulli, la probabilité

du succes n n’est pas connue
On va utiliser la lo1 Binomiale B(3,p)

Les parametres : n=3 p=~

P(X =k)=Cyp* (L p)"*
e




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

B(3,p) < succes
1 Echec

9 SUCCCES -p

SuUCCes
succes K
{ b Echec P Echec
0 succes
5 succes J< Echec

P

D succes
Lp e <
{ Echec

P

Echec




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

B@3,p) 0 succes
P(X =3) = = p <
( )=pPxpxp=p 1 Tl

? SUcCCcES -p

succes
succes K
{ b Echec P Echec
0 succes
. succes < Echec

P

o succes
1. Echec <
P { Echec

b

Echec




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

s.s.El  PX=2 O

’ y succes
{S,E,S}

SUCCES ~ Echec

{E, S, S} SUCCES
succes <
\ Echec Echec

succes
succes <
D ]\p Echec
Echec < D succes
]\p Echec ]<
P

Echec




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

{S.S.E}  {s,E,S) {E,S,S}
| | |

P(X =2)=p°@-p)+p*@A—p)+ p°@—p)
P(X =2)=3p*(l-p)

P(X =k)=Clp*@—p)"™*




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

Exemple. Une machine produit des pieces qui sont défectueuses 5

fois sur 100. Quelle est la probabilité que, dans un lot de 10 pieces
prises au hasard et numérotées de 1 a 10, on ait :
/) Exactement 2 picces défectueuses ;

/) Au moins 2 pieces défectueuses ;

i17) Les picces n° 1 et 2 défectueuses et les autres en bon état.




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

X «le nombre total de pieces défectueuses dans le lot » suit une loi

binomiale, de parametres n=10 et p=0,05

i) La probabilité d’obtenir exactement 2 picces défectueuse est :
P(X =k)=Cip“(-p)""

10x9

P(X =2)=C}(0,05)°(0,95)° =
2x1

x (0,05)% x (0,95)° = 0,0746




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discretes. Loi Binomiale

O

1) I’événement « obtenir au moins 2 picces défectueuses » se

traduit par: X >2 ,ona:
X2>22=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)
+P(X=6)+P(X =7)+P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)
.

= Il est fastidieux d’effectuer le calcul de toutes ces probabilités
= Il est avantageux d’utiliser la propriété que la somme des

probabilités de toutes les valeurs possibles de X est égale a 1.
P(X=0)+P(X=D)+P(X =2)=1
P(X=>2)=1-P(X =0)-P(X =1)




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

O

1) I’événement « obtenir au moins 2 picces défectueuses » se

traduit par: X >2 ,ona:

P(X=0)+P(X =D)+P(X =>2)=1

P(X>22)=1-P(X =0)—P(X =1)

P(X >2)=1-C,, x(0,05)° x (0,95)"*° —C,, x (0,05)" x (0,95)°
P(X >2)=1-(0,95)"° —10x0,05x (0,95)°

P(X > 2)=0,0862




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. Loi Binomiale

if)

O

La probabilité que les picces n°1 et 2 soient défectueuses et

toutes les autres en bon état :

(0,05)% x (0,95)% = 0,0017




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discretes. Loi Géométrique

O

X suit une lot g¢ométrique (lot de Pascal) de parametre p notée
G(p,#) si sa distribution est donnée par

S N N R R R N R N S S RN N S R N R R R R S R R

Propriétés : E(X)=1/p o V(X)=(1-p)/ p°

Domaine d’application : C’est la lo1 du temps d’attente du

premier succes dans les épreuves de Bernoulli répétées ou dans un




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discretes. Loi Géométrique

O

Exemple. On joue a un jeu dans lequel on lance une picce bien

équilibrée plusieurs fois de suite et on s’arrete deés que 'on obtient
Pile. Quelle est la probabilité que 'on s’arréete au bout de 3 lancers ?

Le nombre de lancers nécessaire pour obtenir pile suit une loi
géométrique de parametre 1/2.

P(X =k)=p@-p)"

WX=$=%@71j:

E
2) 8




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discretes. Loi Géométrique

Q P




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discretes. Loi Géométrique

Q P




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. LLoi de Poisson

O

X suit une lot de Poisson de parametre A notée P(A)

si sa distribution est donnée par
e—/'i/lk
P(X =k) = " x=012,...

Propriétés : E(X)=4 et V(X)=A4

Domaine d’application : Cette lo1 s’applique au comportement du
nombre d’évenements se produisant dans un laps de temps fixe (ou
intervalles spatiaux).




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. LLoi de Poisson

O

La loi de Poisson est une loi de probabilité discrete avec un
p
parametre noté p. Elle a pour univers 'ensemble des entiers.

Concretement, si on sait qu'un évenement apparait en moyenne A
fois durant un laps de temps t, alors une bonne maniere de le
modéliser est la loi de Poisson qui est définie par

-4 17k
P(X =k)=22

x=012,...

k!




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois discrétes. LLoi de Poisson

O

Exemple. 4 % des dossiers de crédit arrivent au service contentieux au
bout d’un an apres leur signature. Soit un lot de 50 dossiers. Quelle est
la probabilité quaucun dossier ne devienne contentieux a un an ?

On va modéliser ce probleme par une loi de Poisson de parametre A =
0,04 X 50 = 2. Soit X la variable aléatoire associée. On calcule ensuite
la probabilité que X =0




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois Continues.

O

ILa v.a. continue. l.a v.a. est dite continue si ses réalisations sont

n’importe quels réels dans un intervalle donné (le montant des
transactions pendant une journée a la BVC). Elle est caractérisée par cet
ensemble et la probabilité d’apparition appelée distribution ou loi de
probabilité et prend la forme d’une expression analytique appelée

densité.

Caractéristiques :

Les deux principales caractéristiques, la moyenne et la variance, d’une
variables aléatoire continues sont données par

E(X)=Txf (x)dx V(X):T[X—E(X)]Zf(x)dx

—Q0




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Il existe plusieurs loi continues (comme lot de Fischer, lot de Student,

loi de khi-deux, loi gamma, loi exponentielle,...) mais nous allons nous
intéresser a la loi normale.

La loi normale : X suit une loi Normale de parametres u et o notée si sa
densité est donnée par :
1 _E(X__ﬂjz
2\ o

f(X;ﬂ,G)=E

Propriétés: E(X)=u et V(X)=c>2




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Vv

u

- Il existe une infinité des lois normales
- La loi n’est pas tabulée. Probleme

- Il faut la standardiser




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

La Loi Normale Centrée Réduite (standard) : Si on pose Z = —

1 2

e 2
N 27

on obtient une V.A. noté N(0,1) de densité f(2) =

Propriétés : E(X)=0 et V(X)=1




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

\%




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Soit X, X, ... une suite de variables aléatoires réelles définies sur le
méme espace de probabilité, indépendantes et 1identiquement
distribuées suivant la méme loi .. Supposons que l‘espérance x et
Iécart-type o de L existent et soient finis avec o 7= 0.

Le Théoréme Central Limite

Considérons la somme : S, = X, X,,..., X,

S

Si n est grand alors ©n  est une variable aléatoire normale de moyenne

n u et de variance n g2




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Exemple. Supposons que X suit une loi normale N (80;14%)

Calculer: P(70< X <£100)

14

Q
|




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Exemple. Supposons que X suit une loi normale N (801 42)

Calculer: P(70< X <100)

————————————————————

| »”~ SN

I U \

i { Dire qu’une variable i

| i aléatoire continue X sui’g :

'\ Probabilité? | laloi normale N (4;0°)1
| |

| | |

|

i i Signifie qug(la variable |

i I aléatoire —H i
|

| - i

| ! Suit la loi normale :

, , . . |

i \ centrée réduite N (0:1) ;

> . ’,/

— o0 o070 100 +o00 TTTTTTTTTTTTmoTTmees




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Exemple. Supposons que X suit une loi normale || (801 42)

Calculer: P(70< X <100)
P(70< X <100) =P(X <100)—P(X <£70)

P(X <100)—P(X <£70)
Remplacons X par Z tel que




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Exemple. Supposons que X suit une loi normale || (801 42)

Calculer: P(70< X <100)

o o o
100—80) _P(Z < 70—80)
14 14

20 10

P(Z<Z)-P(Z<-—

( 14) ( 14)
P(Z <1,43)— P(Z <-0,72)

+ oo




Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
Les lois continues. LLoi Normale

O

Exemple. Supposons que X suit une loi normale || (801 42)

Calculer : P(70< X <100) P(Z <1,43)— P(Z < -0,71)
P(Z<143)-(1-P(Z <0,71))

P(Z <1,43)-1+P(Z <0,71)
P?

— S

-+ 00 -0,71 ,70 100+0,71 + 00

N
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Chapitre 4. Distributions particulieres de probabilités
° ° ° 1
Les lois continues. LLoi Normale
P(Z <143)-1+P(Z <£0,71)
=5 o, o0 0,01 o, oz 0. 03 0, o4 0, 05 o, 08 o, o7 0. 08 o, o009
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1. 5 0O, O3 32 D, 8345 o, 5357 El-', = ] O, 9382 O, B384 0. 9406 o, 9418 O, 9429 0D, 5441
1,6 O, 94 52 0O, 949483 O, 94 T4 o, 94 854 O, 8485 O, 9505 O, 89515 O, 9525 0O, 9535 o, 0545
s B o, 8554 0, 9554 O, 89573 o, 8582 0, 9591 O, 9500 0, 9608 O, 89616 D, 9625 o, 895633
1, 8 O, D564 1 0O, 9649 D, 9656 O, 9554 O, 9671 O, 95678 D, 96 EBS o, o993 o, 95899 0O, 9706
1.9 O,.B9TFT13 O,9519 O, 9726 o, aT32> O, 9738 O, 5544 o, TS50 O, 975E o, 976 L o, 27TET
2, O o, 8TT2 o, 97T 0, 8TE83 o, 9OTEE O, avo3 O, 9T88 o, 9!_!-0!3 O, 9808 O, D812 O, 98517
S | D, 29821 D, 9 B25 0O, 92830 o0, /834 0D, S B3B8 o, 9842 0, 98546 O, 8 B850 0, 5854 o, ODEST
=2, 2 0D, 9S85 1 O, 9 8&d O, B8 S O, 9871 oD, 2875 0O, 9B78B O, 9881 O, S B84 O, 59887 0O, S8580
=2, 3 oD, S/393 o, 98595 D,9598 o, 9901 0, 8904 0, D906 0, 92909 D, 99311 o, 8913 0, 9918
=2. -4 O, 9818 O, 9920 D, 9522 0, 98525 O, 9927 0, 20 O, 993 1 D, 9932 O, 89934 D, 995365
2, 5 o, 98938 O, 9940 0, 9S4 1 O, 89843 O, 994 5 O, 9945 o, 9948 0, 99429 o, 5951 D, Sa953
Z,. B o, 2253 O, 9955 O, 598956 D, 9957 O, Sas5o O, 9950 O, 998 1 O, 9956 2 O, 9963 o, 2964
=2, T o, 998 5 o, 99668 0, 9967 O, 995 8 o, Basg D, So9TO O, B887T]1 O, 98972 O, 9973 0, 9974
2. 8 O, 99 T4 O, 9975 D, 9976 o, 97T o, 9977 0, S99TE D, 907D O, 989379 l.'.l, 99 80 L'.'I,. o8
=2, 8 0O, 9981 0, 9982 o, 9982 0D, 8BpBE3 O, 9984 D, ooR4 O, 9985 o, 99 &85 0, 9985 0, 9986
Table pour les grandes valeurs de 1
xa 3,0 = R | 3.2 2,3 B, 4 3,5 3,6 3,8 a,.o 4,5
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P(Z <1,43)—-1+P(Z <0,71)
0,9236-1+0,7611

0,6811

P(70< X <100) =0,6811
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O

Exemple.
1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (3; 62)
Déterminer o tel que: P(X <2)=0,4

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (££;107)

Déterminer £ tel que: P(X <30)=0,7
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O

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (3; 62)

Exemple.

Déterminer o tel que: P(X <2)=0,4
Dire qu’une variable

X — 2 _ aléatoire continue X suit la
P(X <2)=P( K < ,u) loi normale N (u; %)
O O
X — 2_-3 Signifie que la variable
P(X <2)=P( = = ) aléatoire X — i
O O
- 1 . . O- ,
P(X <2)=P(Z<—) Suit la loi normale centrée

o) N (0:1) réduite N (0;1)

5 _ X — 44 Suit une loi normale

o P(X <2)=P(Z < 1)=04
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O

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (3; 62)

Exemple.

Déterminer o tel que :!P(X <2) =0,4

P(X <2)=P(Z<-1)=0,4
O

Sachant que :

Pz<YH-pPz=1)-04
O O
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1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (3; 62)

Exemple.

Déterminer o tel que :!P(X <2) =0,4

Pz< Y)=P(z21)=04
O O

‘‘‘‘‘
- ~.
-7 SS

P(Z>1)=1-P(@Z <1)=04
e o

1-P(Z <1)=0.4
o= / R o
— e e I + 00 P(Z < 1) —~06

o o O
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O

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (3; 62)

Exemple.

Déterminer o tel que :!P(X <2) =0,4

A l'aide de la table de la loi normale

centrée réduite, on cherche la valeur du —
O

Sachant que: P(Z < i) =0,6
O




u o, oo 0,01 o, oz 0,03 0, o4 0,05 0, 05 o, 0T o,0B o, o9
0, O 0, SO0 0, 5S040 o, S0B0 | O, 5120 0O, S1680 0, 5199 o, 5238 |0, S279 0, 5319 o, 5359
0,1 0, 5398 0. 5438 O, 5478 0, 5517 0, sss7_ Lo _s5599 0, 5675 D, 5714 0, 5753
0.2 o, S¥93 D,s832 | O, 5871 O, 5910 0, 52948 | 0O, 5987 0, 6026 O, GOS4 0, 6103 0, 6141
O, I OTE LTS T OB ZTT T e ESS O eSO eSS IO, B8 [ O, 6a06 0, 6443 |0, 86480 | O,6517
0, 4 0,554 0O, 6591 o,B8528 | 0, 5664 0, &8700 0, 6736 0D,6772 |0, 65806 D, 5844 0,.6879
2,5 | 0o,6915 0, 68 50 O,69E5 [0, 7019 o, TO54 O, 088 0,7123 o, 7157 | O, T190 0, T224
o, s 0, T257 0, 7290 0, 7324 0, ¥3ST 0, 7389 0, 7422 0, T4 54 0, T4 86 o, THE1T 0, 75409
o, 7T | o, TS50 O, 7611 0O, Te42 o, 7BT3| 0o, TTO4 O, T73a D, TTE4 O, FTO4 o, 7823 0, TESZ
o,8 | O, TBHL O, 7910 0, To39 o, ¥8&T7 | o, v995 0, BO23 0, BO0S51 o, 8078 0D, 8106 0, 8133
o, = 0o, B159 0, B186 0O,8212 | D, 8238 | 0. 82654 0, 8289 0D, 8315 0, 83a0 | 0, 8365 o, 8389
1,0 0O, 8413 0, 8438 0, 846 1 0, Ba85| 0, 8508 |0, 8531 0, B554 0, BS7T O, 8599 | O, B&EZ1
Ly O, B643 | O, B665 0, BE A o, 8708 | o, B7T22 |0, 8749 | O, BTTO o, B7Te0 0, 8810 o, BB3O
15 O, 8549 0, BAS 9 0, BEES 0, 8207 0, B225 | 0, 89424 0, 8962 0, B2 80O 0, 8897 | O, 2015
1,3 o, 9032 O, 9049 O, D0EE 0, 082 0o,.92099 |0, 9115 0, 9131 O,8147 |0, 9152 O, 9177
L, 0, 9192 0O, 2207 n,azz2z | 0,9238 0, 9251 O, 9265 o, o279 O, 9292 0, 2306 0, 9319
1.5 0,9332 | O, 28345 0, 9357 o, 8370 0,9382 |0, 2304 o, 9406 o, 9418 0, 9429 0, S441
1,6 0, 0452 0, 9463 0, 9474 0, 94 84 0, 2405 |0, 9505 | 00,9515 | O, 9525 0O, 9535 | O, 9545
ST 0, 9554 0, 8584 0, 9573 0O, 82582 | o0, 9591 0, 9599 0, 2608 0, 89616 0,9625 | 0, 9633
1, 8 0O, 8641 0O, 89549 0, 89656 O, 9664 0O, 9671 oD, 9578 0, 96 BS O, 8593 0, 8599 o, 9T06
1.9 | 0,9713 0O, 9719 0, 9728 0, 9732 0,9738 | 0,9744 0, BT50 0, 9758 o, 9TE 1L 0, 89767
2,0 O, 8772 o,9779 o, 9783 o, 97T8E 0D, 2793 0D, 8798 O, 92803 0, 9808 o,9B812 0O, 9817
2. L 0, 89821 0, 8B26 0O, 2830 |0, 2834 D, B3B8 | 0,0842 0, 9846 0, 9850 0, 9854 o, 9EST
2,2 0, 29861 0, SB&4 0O, 2868 | 0, 89871 o,2875 |0, 9878 0, 2881 0, S884 D, 9887 o, 9820
2.3 0o, 5893 0, D96 O,9898 | 0o, 9801 0, 8804 0, 2906 o, 2202 |0,9911 0,9913 0, 9916
2.4 0, 9918 0, 9820 0, 99z2 0, 9925 O, 9927 0, 2920 O, 95831 o, 932 0, 9934 o, 2236
2,5 0, 98938 0, 9940 O, 9941 0, 9943 00,9945 | D, 89846 O, 9948 |0,9949 0, 2851 o, 98952
2,6 0, 9855 o, 9955 0O, 88956 0, 9957 0, 99s5s | O, 29950 0, 89961 0, 996 2 0, 9963 0O, 9964
2,7 o, 8865 0, 9966 0, 9967 o, 9988 | o, 9969 O, 99T 0,8871 0, 929972 0, 9973 0, 98974
2.8 | 0o, 9974 0o,9975 | 0o, 9978 0,93977| O, 90977 0, 29978 | O, 9579 o, 9879 0, 9980 0, 8981
2,8 0, 9981 0, 9982 0, 98982 0O, 89883 o, 9984 |0, 9984 | O,0985 |0,9985 | 0, D085 0, 89986
Table pour les grandes valeurs de u
u 5,0 SR 3,2 3,3 2, 4 3.5 3,6 3,8 4,0 4,5
i) Q,99865| 0,99804] 0, 29851 | O, 99852 [ 0, 90956 0, 2eeTs 0,909841 o, 909028 0o,.8809548 | O, 299297
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u o, o0 O,0L o, oz 0,03 o, o4 0,05 o, 085 0,07 0,08 o, 09
o, D, 5000 0, 5S040 o, SOBD 0. 5120 O, 5160 o0, 5199 0O, SE39 0, 5279 0, 5319 0O, 5359
0.1 | 00,5398 | 0, 5438 | 0, 5478 | 0,5517 ] 00,5557 | Qe I eea ] 0.5675 | 0. 5712 | 0, 575z

=Po.2 | o.s5793 | 0. 583z | 0. 5871 o, 5910 O, 5548 (g_sas? 0,6026 Y0, 6054 | 0.6103 | 0, 6141
0,3 | 0,5179 | 00,6217 | 00,6255 |0,.6293| o, 6331 | O =l @G | 0, 5443 | 0,6480 | 0, 6517
0,4 | 0, 6554 | D,B591 | 0,6628 |0,5664 | 0,6700 |0D,6736 | 0D,6772 |o,s8808 |0, 6844 | 0. 6879
o, 5 0,6915 O, 89 50 O, 6985 o, 7019 o, TOS4 O, TOE8EB 0O, T123 0, T1ST 0O, T190 o, T2Za
0.5 |0, 7257 | 0, 7290 | 0O, 7324 |0, 7357 | 0,7389 |0, 7422 | 0, T454 |0, 7486 | 0. 7517 | 0, Tsan
.7 |0, 7580 | O, 7611 | O, 7542 | O, 7673 | 0, 7704 |O, 7734 | 0,7764 |0, 7794 | o, 7823 | 0. 7852
0,8 | o, 7881 | 0, 7910 | 0, 7938 |0, 7967 | 0, 7995 [ 0. B023 | 0,.8051 |o.8078 |0, 2106 | 0, 8133
o,8 | 0,8159 | 0, B186 | O, 8212 |0, 8238 | 0, 8264 |0, 8282 | 0,8315 |0, 83a0 | 0, 8365 | 0, 8380

1.0 | 0,8413 | 0, 8438 | 0D, 8461 (0, B485| 0, 8508 |0,.8531 | 0, 8554 |0, asv7 | 0, 8599 | o, esz1
1.1 | 0, 8643 | 0. 8665 | 0,B68868 (0, 8708 | o, B7T20 |0, 8749 [ 0,8770 |0, 8790 |0, 8810 | o, B30
i.2 | o, 8849 | o, 8869 | 0, 8888 [0, 8907 | 0, 8925 |0, 8944 | 00,8862 [ 0,8380 | 0, 8e2a7 | o0, 2015
1,3 | 0,9032 | 0o,9048 | 00,9066 |[0,9082 | 0,9099 |o0,9115 [ 0,29131 |o0,92147 |o, @162 | 0o, 2177
1,4 | 0O.9192 | 0, 2207 | 0,5222 | 0,9238 | 0,9251 |o,926s5 | 0,227 Jo.9292 | o, 2306 | 0. 2319
1.5 | 0,9332 [ 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 00,9282 |0,9394 | 0,.29406 |[0,9418 |0, 9429 | O, 0441
1.6 [ ©0,9452 | 00,9463 | 0,9474 | 0,59484 | 0,9405 |0,9505 | 00,9515 [o0,9525 | o0,9535 ) o, 9545
1.7 { 00,9554 | 0, 8564 | 0,9573 | o,=2582| 0,9591 |0,959292 | 0,9608 |0,9616 |0.8625 | 0, 9633
i.8 | 0,9641 | O,9649 | 0, 9656 | 0,9664| 00,9671 |o,967v8 | 0. 96856 |0, 2693 | 0,9588 | o, a7To6
1.9 10,8713 | 0,2719 | 00,9726 |0,9732| 0D,9738 [(0,9%44 [ 0, 9750 |0,975s | 0,9761 | o, 0767
2,0 10,9772 | 00,9779 | 0, 9783 |0,9788| 00,9793 |[0D,o798 | 0,9803 |0,9808 |[o.92812 | 0, 9817
2.1 | o0, 58821 | 0,9825 | 0, 9830 | 0,9834| 0,9838 |0,9842 | 0, 9846 |0,9850 | 0,9854 | 0, 9BST
2.2 jo,9861 | 0,5864 | 0, 9868 | 0,9871| 0,2875 |0,.9878 | 0D, 9881 [o0,o884 | 0,.9887 | O, 9ESO
2,3 |0,9893 | 0,98968 | 0, 9898 |0,9901 | 0,9904 |0D,2906 | 0, 9909 |0,9911 | 0,9913 | 0. 9916
2.4 (0,9918 | 0,9820 | 0, 9922 |0,99%25| 0,9927 |0,9929 | 00,9931 (o_.9832 | 0. 9934 | O, 9036
2,5 | 0,9938 | 00,9940 | 0,99841 | 0,99843| 0,9945 | 0D,9046 | 0, 9948 |0,9949 | 0,.9951 | o, oasz2
2.6 | 0,8853 | 0,9955 | 0,9956 | 0,99857 | 0, 9958 |0,9960 | 0,9961 |0,9962 | 0.0s63 | 0, oosa
2,7 | 0,8965 | 0, 99665 | 0,9967 | 0,9968| 0,99569 |o,2970 | 0,8071 |o,98%72 |0,007= | o, noTa
2.8 § 0, 8974 | 0,9975 | 0,99876 | 0.9877| 0,8977 |0,9278 | 0,9279 |0_9979 |0, 9980 | 0, o881
2.2 | 0,9981 | 0,9982 | 0.9982 | 0,9963 | O,9984 |0,2084 | 0,9985 |0, 0985 |o0.998s | 0. 9986

Table pour les grandes waleurs de u

u 3,0 = | 3,2 3,3 3, 4 3,5 a, 6 3,8 4. o 4, 5

Fiua) O,.99865 0,998 04| O, 99931 O, a9a52> O, 98956 D, D00 TE O,8900841 o, 950028 o,.899968 0, 5895397
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O

Exemple.

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N ( ;1 02)

Déterminer £ tel que: P(X <30)=0,7
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O

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (z;1 02)

Exemple.

Déterminer £ tel que : P(X <30) =0,7
Dire qu’une variable
aléatoire continue X suit la

P(X <30) = P(X —H 30_/1) loi normale N (z£; %)
10 10 S -
_ ignifie que la variable
P(X <£30)=P(Z < 30 ,u) =0,7 aléatoire §<1 —
10 >
X — w4 Suit une loi normale : Suit la loi normale centrée
Z= 10 N (0’1) réduite N (0;1)
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O

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (z;1 02)

Exemple.

Déterminer £ tel que 1 P(X <30) =0,7

ATaide de la table de la loi normale 30— u
centrée réduite, on cherche la valeur du 10

Sachant que :

p(z <394

)=0,7
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u o, oo 0,01 0, 02 o,.03 0o, o4 0,05 0, 06 0,07 o,.0E 0,09
0,0 0, S000 0, 5S040 0, 5080 |0, 5120 0, 5180 0, 5199 o, 5238 |o,s=27a 0,5319 | 0O, 5359
o, 1 0, 5398 0,5438 ) 0, 5478 |0, 5517 0, 5557 0, 5596 0D, S636 0.5675 | 0, sT14 0, 5753
0,2 o, s793 0, 5832 | 0, S871L o, 5910 D, 5848 0O, 5987 0, 6026 0, 6054 0o,.6103 O,6141
0,3 0,5179 0,6217 o,6255 D, 5293 O,6331 D,6368 0, 6406 0, 8443 0, 6480 0,651L7
O, 4 0o, 5554 D, G591 ==l 6 S fuge =Gl @ge = 0, 6700 0,6 738 0D,6772 |o,s5808 | D, 6844 0,6879
o,5 | 0o,6915 o, 6550 o,6985 [0, 7019 |lo. 7054 0, TDBE D, 7123 0, 71857 | O, 7190 | O, 7224

TTOTE WL TY RSB O, 290 "0, To24 0, v35F | O, 7389 O, 7422 0O, T4 54 O, T4 86 0, 7517 | 0, 7S48
0,7 | 0, TSED o, 7611 o, TEa4= o, TET3I| 0, TTO4 o, T734 0, TT64 o, 7TTO4 o, 7823 0, "B52
o, 8 0, TBEL O, 7810 0, T35 O, T9ET o, ¥B95 0, BOZ3 0. 8051 o, 8078 D, 21086 0, 8133
0,9 o, 8159 0O, B186 O,8212 |0, 8238 | 0, 8264 0, 8280 D, 8315 0, 8340 | 0, B365 0, 8389

1.0 0O, B413 0, 8438 D, 846 1 0, 8485 | 0, 8508 |0, 8531 0, B554 D, 8577 o, 8599 | O, B6&Z1
55 D, 8643 | 0, 8665 D, BS 86 o, 8708 | o, B7T2e |o, 8749 | 0, 8770 o, 8790 0, 8810 o, BEB30
1,2 0, 88490 O, BASS 0, BE8S8 O, 8907 o, 8925 | 0, 6944 0, 88962 0, 8980 0, 8997 | 0, 2015
1,3 o, 2032 O, 9049 0, 9066 o, 9082 o,9099 |o0,9115 0,92131 0,8147 |o,9162 | 0, 2177
1,4 0.9192 | 0O, 8207 o, ,azzz | 0, 9236 0,9251 O, 9265 D,8279 0,929z o, 9306 o, 89319
1.5 0,9332 | 0, 9345 D, 9357 0, 8370 0,282 |0, 9394 0. 9406 0,9418 |0, 9429 | O, 9441
1,6 0, 9452 0, 9463 0, 9474 0, 5484 0o,9485 | 0,9505 | 0,9515 | 0, 952s 0,9535 | 0, 9545
By O, 9554 0, 85854 0, 89573 o,8582 o, 85971 o, 9599 0, 2608 0, 9616 D, 8625 0, 9633
1, 8 0O, 9641 0O,9649 | O, 9656 0, 9664 0, 9671 0O,9678 | 0, 96 EBG 0, 2593 0, 9599 0, 97TO6
1,9 | 0,9713 0,9719 | 0, 9726 00,9732 D.9738 |0,8%44 | 0, 8750 |0, 9756 0, 9761 o, 29767
2,0 {o,9772 | 0,977 0,9783 (o,2788| 00,9793 |0,92798 | 0, 9803 0, 9808 0o.9812 | 0, 9817
2. 1 D, 9821 0., 8826 0, 2830 |0, 2834 0o,9838 |o,984az2 0, 9846 |0, 9BS0 0O, 9854 0, 9B57T
2, 2 D, 2861 0, SB6a o, 9868 | 0, 93871 o,2875 |0,98B78 0, 9881 0, 9884 D,9887 o, 9890
=z, 3 o, 5893 0, 9896 0,9898 | 0o, 9801 0, 9904 o, 9906 0,9809 |0,5911 00,9813 0, 9916
2.4 0o,9818 | 0, 9820 o,99zz2 | 0o, aszs 0, 9927 0, 9929 0, 9931 0o,9832 0, 9934 0, 99236
2,5 o, S938 0, 9940 0, 9941 0,98942| 0,9945 | 0O, 99046 0O,9948 |0,9949 0,8951 0, 9953
z2,6 0, 89853 0, 8955 0, 9956 0, 9957 0, 92958 | 0o, 9980 0,996 1 D, 9962 0, 9963 0, 90964
- 0, 89865 0, 9966 0, 9967 0,9968 | 0, 2969 O, 9970 0,8971 0,9872 | 0, 9973 0O, 2974
2.8 | O, 89974 o,997s | 0o, 99785 0,9977 | 0,2977 | o0,9978 | 0O, 9878 0, 9979 0, 9980 0, 8981
2,8 0,9981 00,9982 O, 8982 0, 9983 o,9984 |0,2984 | 0,9885 |0, 9985 | 0, 998s 0, 9986

Table pour les grandes waleurs de u

u 3,0 3,1 a,z 2,3 3, 4 3,5 3,6 3,8 4,0 4,5

Fi(u) | 0.99865| 0,99004 0.999831| 0, 98852 | 0, 98966 [ 0, 90976 | 0, 0005841 | 0, 9ooo26| o0, 080068 | 0, sossaT
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30— u
0,525 - T = 0,525

— =
— ox 10 [TH + Do 30 i l l
u o, oo 0,01 0, o2 o,.03 0o, o4 0,05 0, 06 o,o07 o, 08 0,09
0,0 0, S000 0, 5040 o, 5080 |0, 5120 0, 5180 0o, 5199 o, 5238 |o,s=27a 0,5319 | 0O, 5359
o, 1 0, 5398 0,5438 | 0, 5478 o, 5517 0, 5557 0, 5596 o, S636 0,.5675 | O, 5714 0, 5753
o, 2 0, S7T93 o,s5832 | 0o,5871 Yo. 5910 O, 58948 0, S987T 0, 6026 0, BOS 4 0o,.6103 O,6141
0,3 o,5179 o,5217 00,6255 D,.5293 o, 6331 D,6368 0, 6406 0, S44q43 0, 5480 O,65L1L7
o, 4 o, 65554 0, 6591 |==e G Bl f= e mbed fage = 0, § 700 O, 6736 0,6772 o,s5808 0, 6844 0,6879
0,5 | o,6915 O, 8950 o,6985 [0, 7019 |lo. 7054 O, 7085 0, 7123 O, 7157 | o, 7190 | O, T2Z3
FTTOTE TTULTYEST O, 290 "0, To24 O, 7357 [ 0, 7389 O, 7422 0O, T4 54 O, T4 86 o, 7517 | O, 7TS4D
0,7 | o0, TS50 o, 7611 o, TE42 0O, 76ET3I| O, TTO4 o, T734 o, TT64 o, 7TTO4 o, 7823 o, 7852
o,8 | O, TBAL o, 7910 o, 7938 O,796T | O, 7995 0D, BOZ3 o, 8B05S1 o, 8078 D, Bl106 0, 8133
0,9 o, 8159 0O, B186 o,8212 | O, 8238 | 0, 8264 0, 8280 0,8315 0, 8340 | 0, BasS o, 8389
1.0 0O, B413 0, 8438 D, 846 1 0, 8485 | 0, 8508 |0, 8531 0, B554 0, 8577 o, 8599 | O, B6&Z1
1,1 0D, 8643 | 0, 8665 D, BS 86 o, 8708 | o, B7T2e |o, 8749 | 0, 8770 o, BT90 0, 8810 o, EB3I0
1,2 0, 88490 O, BASS o, 8888 O, 8207 o, 8925 | 0, 6944 0, 8862 0, 8980 0, 8997 | 0, 2015
1,3 o, 2032 0, 9049 0, 9066 o, 9082 o,.9099 |o,9115 0,92131 0,8147 |o,9162 | 0, 2177
1,4 0.9192 | 0O, 8207 o,9222 | 0o, 9238 0,9251 O, 9265 D,8279 0,929z o, 9306 0, 9319
1.5 0,9332 | 0, 9345 0,5357 o, 2370 o,9282 |0, 9304 0O, 9406 O,9418 |0, 9429 | O, 9441
1,6 o, 0452 0O, 9463 0,9474 0, 9484 0o,9485 | 0,9505 | 0,9515 | 0, 952s 0,9535 | 0, 9545
By O, 9554 0, 85854 a0, 89573 o,8582 o, 85971 o, 9599 0, 2608 0, 9616 D, 8625 0, 9633
1, 8 0, 9641 0O,9649 | O, 9656 0, 9664 0O,9671 O, 9678 | 0. 96 B6 0, 2593 o, 95899 o, 97TO6
1,9 | o, 2713 0,9719 | O, 9726 00,9732 D,.9738 (00,9744 | 0, 8750 | O, 89756 0,9761 o, BTET
2,0 {0, 9772 | 0o,9779 0,9783 (o,2788| 00,9793 |0,92798 | 0, 9803 0, 9808 o.92812 | 0, 92817
2. 1 0D, 9821 o, 8825 0, 2830 |0, 2834 0o,9838 |o,984az2 0, 9846 |0, 9850 0O, 9854 o, 8B5T
2,2 o, 29861 0, 5864 0,2888 (D,9871 o,2875 |o,9878 0, 9881 0, 9884 D, 9887 o, 9890
=z, 3 o, 5893 D, 89896 0,9898 | 0o, 9801 0, 9904 o, 2906 0,9809 |0,5911 00,9813 0, 9916
2,4 0o,9818 | 0, 9820 o,99zz2 | 0o, aszs o,9927 0, 99209 o, 9831 0o,9832 0, 9934 o, 9936
2,5 0o, 9538 0, 9940 00,9941 0.9243| 0,9945 | 0, 0046 0O,9948 |0,9949 0,e28951 0,985z
z2, 85 0, 9853 0, 8955 0, 9956 0, 9957 0, 92958 | 0o, 9980 0,296 1 0O, 9962 0, 5963 o,9064
z, 7 0, 89865 0, 9966 0, 9967 00,9958 | O, 0969 o, 9970 0,8571 0,9872 | 0, 9973 0O, 2974
2.8 | O, 89974 o,997s | 0o, 99785 0,9977| o0,9977 |o,9978 | 0. 9979 0,9979 0, 9980 0, 8081
2,8 0,9981 0, 9982 o, 9982 D, 89 B3 o, 9984 |0,9984 | 0,89585 |0, 9085 | 0, o986 0, 9986
Table pour les grandes valeurs de u ll )
a 3,0 3,1 a,z =, 3 2, 4 3,5 3,6 3,8 4, o 4,5

Fi(u) | 0.99865| 0,99004 0.999831| 0, 98852 | 0, 98966 [ 0, 90976 | 0, 0005841 | 0, 9ooo26| o0, 080068 | 0, sossaT

=95,25

24,75
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O

30— u

=0,525
10

30— 1 =5,25

n=24,75
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O

Exemple. On considere la fonction f définie sur: par et X est une

variable aléatoire de densité f.

Calculer les probabilités suivantes :

2. P(l=X<2)

b. PX = 3)
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O

P[1£X£2)=f e dx

a. P(l=X<=2)

1
/ f(x) o : i Pl
] _1_ 1 1
_[_,~¥]2
=[-e”];
“[e*]E AE=If%

=¢ " —-f
== L 1
e g2 e =—
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O

b. P(X = 3) Plx=3)=1-P0=X=3)
f(x) =1- J‘HE'""" dx
l Al + A2 =1 o

J Gk




