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Chap. 1 - Introduction a la RO

Plan du Chapitre 1

1. Introductionala RO
2. Quelques concepts clés
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Recherche opérationnelle?

science de comment mieux faire avec moins
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1 — Introduction a

Domaine d’application...

Chap. 1 — Introduction a la RO

Origine de la RO :
Seconde guerre mondiale

- développée lors de I'élaboration des radars (ce qui permet de
résoudre les problémes des opérations militaires, Etant donné
que dans une situation comme la guerre, les ressources, par
exemple le matériel et le personnel, sont limitées, I'utilisation
efficace de ces ressources devient cruciale. )
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Exemple 1: Le probleme du
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Déterminer les routes que les livreurs doivent emprunter pour

minimiser le déplacement total.) @ mz OQ.—.
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Exemple 2: Le probleme du sac a dos
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La maximisation de la valeur totale, sous contrainte ( limite de

capacité ou bien de poids). mZ CGT
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Autres champs d’application

. L'allocation des ressources
. Le pilotage de la qualité

. pour assurer la qualité tout au long de la chaine de
production

Gestion des approvisionnements

. Pour prévoir et assurer la gestion des besoins
d’approvisionnement en matiéres premieres de
I'entreprise

. Lordonnancement

. gestion des taches d’un projet dans le temps.
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Exemples

Exemple 3 : Le probleme
d’affectation

La gestion des Ressources Humaines : la RO fournit des outils

d’aides a [laffectation du personnel (graphe biparti) et de
répartition des taches entre agents et équipes.

Autres champs d’application

e Horaires

— assigner des employés a des plages d’horaire en tenant

en compte les différentes contraintes.

o Gestion de portefeuille et investissement

— déterminer l'argent a investir dans les différents fonds
selon les rendements et les profits espeéres.

e Gestion des stocks

— Pour lutter contre le gaspillage des MP ou de I'énergie et
la pénurie. La RO contribue au conditionnement et a la

livraison optimisés des produits en stock.
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1.2 Quelques concepts clés 1.2 Quelques concepts clés

Qu’est ce qu’un probléme d’optimisation?

Modélisation:

Généralement les problémes d’optimisation se présente de

Traduction de problémes réels en équations mathématiques. - )
la maniere suivante:

Optimisation:

- Un énoncé : le probléme doit étre clairement exprime,
de maniére non ambigué.

- Un ensemble de critére : déduits de I'énoncé,
permettant de comparer les solutions deux a deux.

- Un objectif : ,généralement exprimé
mathématiquement, sous la forme d’une fonction ( a
minimiser ou a maximiser)

- Un ensemble de solution.
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Identification de la meilleur configuration possible d’un systéme.

ion

Simulation:

Introduct

Introduct

Reproduction de fonctionnement d’un systéme complexe par un
ordinateur.
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1.2 Quelques concepts clés 1.2 Quelques concepts clés

Programmation mathématique (PM):

Ensemble de tous les jeux de valeurs des variables de décision

C'est un probléme d‘optimisation qui consiste a trouver g ) e -
satisfaisant toutes _mm no:Qm_zﬁmm et _.mmﬂ:n:o:m de m_:mm du PL

Poptimum d’une fonction f(x) de n variables x=(x1,.....,xn)
soumise ou non a un ensemble de m contraintes gi(x)=0 ou

gi(x)=0

Programmation Linéaire (PL):

On appelle solution réalisable toute solution vérifie les
contraintes du PL ( y compris les contraintes de positivité)

Ce sont des problémes de la PM ou la fonction objectif et les
contraintes sont toutes linéaire.
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Chapitre 2 : Programmation linéaire

Plan du Chapitre 2

2.1 Présentation Théorique d’un PL

2.2 Les étapes d’une formulation d’un PL
2.3 La méthode de facteurs rares

2.4 La méthode graphique

2.5 les régles de transformation
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2.1 Présentation Théorique d’un PL

Linéarité : objectif et contraintes sont des fonction linéaire des
variables de décision ( les coefficients C; et a;; des variables sont
constants)

Continuité: les variables peuvent prendre n’importe quelle valeur
réelle respectant les contraintes linéaires
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2.1 Présentation Théorique d’un PL

n
Max Z = M Q\R\
=1

Sous les contraintes :
n
Mncﬁ <bjpouri=1,.. m
Jj=1
x 20, pourj=1,..,n

On peut représenter le PL comme suit :

Un programme linéaire consiste a trouver le maximum ou le
minimum d’une forme linéaire dite fonction objectif en
satisfaisant certaines équations et inégalités dites contraintes.
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2.2 Les étapes d’une formulation d’un PL

~

1.ldentifier les variables du probleme a valeur non connues

(variable de décision) et les représenter sous forme symbolique
(exp. x, X, ).
2.1dentifier la fonction objectif ou le critére de sélection et le

représenter sous une forme linéaire en fonction des variables de

décision. Spécifier si le critére de sélection est a maximiser ou a

minimiser (fonction économique).

3.ldentifier les contraintes du probléeme et les exprimer par un

’

systeme d’équations linéaires.
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Exemple de programmation linéaire :

Exemple de PL :

Exemple de formulation :
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Chapitre 2 : Programmation linéaire

§ B v Une usine produit deux types de ciments C; et C3, rapportant
max 2 =5+ 4 + fonction objectif respectivement 500Dh et 700Dh par tonne. Une tonne du ciment
X1 + X < 20 « contrainte 1 C1 nécessite 40 min de calcination dans un four a chaux et 20 min
il de broyage. Une tonne du ciment C; nécessite 30 min de
2x1 + X2 < 35 « contrainte 2 .m calcination dans un four 3 chaux et 30 min de broyage. Le four et
X1, X2 > 0 + contraintes de non-négativité = I'atelier de broyage sont disponibles 6h et 8h par _.H.Er
. B : ) 1=l Combien de ciment de chaque type peut-on produire par jour pour
o On appelle variable de décision toute quantité utile a la B maximisar. le.bénéfice?
résolution du probléme et on doit déterminer sa valeur. m
o On appelle contraintes du problime toutes les relations & | Modélisation du probléme
limitant le choix de valeurs possibles pour les variables. m o Etape 1 : Identification des variables de décision.

o Etape 2 : Identification des contraintes
o Etape 3 : Identification de la fonction objectif.

o On appelle fonction objectif I'expression qui modélise la
quantité 3 optimiser en fonction des variables du probléeme.
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Exemple de formulation : Exemple de formulation :

o ldentification des variables de décision :
Le profit total est fonction des quantités vendues des deux
produits C; et C. Appelons :
o x; : la quantité de C; 3 produire
o x3 : la quantité de C; 3 produire

e Contraintes de non-négativité :

Elles assurent que les quantités achetées ne peuvent €tre que
positives ou nulles :

o Identification de la fonction objectif : x1 20,20
Le profit z s'obtient a partir de |'expression,

Z = 500x; + 700x,. L'objectif poursuivi consiste a trouver la
combinaison des quantités x; et x, qui maximise le profit total
Z :max Z = 500x; + 700x;

e Identification des contraintes : Les valeurs prises par x; et
X2 sont limitées par les quantités disponibles des ressources
(four et broyeur) :
40x; 4 30x, < 360 (la disponibilité du four )
20x; + 30x, < 480 (la disponibilité du broyeur).

Le programme linéaire résultant s'écrit :

max z = 500x; + 700x>
40x; + 30x; < 360
s.C 20x; + 30x; < 480

©
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X1, x2 20
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Exemple 2 : Production de la Peinture

Une société produit de la peinture d'intérieur et d'extérieur a partir
de deux produits de base M1 et M2. Données :

Quantité utilisée/ t | Quantité disponible/]
Intérieure Extérieure

M1 6 4 24

M2 1 2 6

Profit par tonne | 5 4

Contraintes supplémentaires :

- Demande maximum en peinture d'extérieur : 2 tonnes / jour.

- La production en peinture d'intérieur ne dépasse que d'une tonne
celle d'extérieur.

Ecrire le probléme de maximisation du profit de cette entreprise
sous la forme d'un programme linéaire.
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Exemple 2 : Production de la Peinture

o Contraintes de non-négativité :
Elles assurent que les quantités achetées ne peuvent étre que
positives ou nulles :

x12>20,x2>0

Le programme linéaire résultant s'écrit :

max z = 5x; + 4x;

[ 631 + 4%, < 24
21+ x» <6
s.c ¢ Xy <2

Xx— x<1

X1,% 20

\
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Exemple 2 : Production de la Peinture

o Identification des variables de décision :
Le profit total est fonction des quantités de la peinture
d'intérieur et d'extérieur vendues . Appelons :
o X1 : quantités de peinture d'intérieur produites par jour
o X3 : quantités de peinture d'extérieur produites par jour

o |ldentification de la fonction objectif 2 optimiser :
Le profit Z s'obtient 3 partir de I'expression, Z = 5x1 + 4xa.
L'objectif poursuivi consiste 3 trouver la combinaison des
quantités x; et xo qui maximise le profit total z :
maxZ = 5x1 4+ 4x

o ldentification des contraintes : Les valeurs prises par x; et
x2 sont limitées par des restrictions :
6x1 + 4x2 < 24 (disponibilté de M1);
x1 + 2x, < 6 (disponibilté de M2);
x2 < 2 (demande maximale);
X2—-x1<1

gENCGT

Exemple 3 : Probléeme de Production

Pour fabriquer deux produits P1 et P2 on doit effectuer des opérations sur trois
machines M1, M2 et M3, successivement mais dans un ordre quelconque. Les temps
unitaires d’exécution sont donnés par le tableau suivant :

‘M1 M2 M3
Pl 1lmn 7 mn 6 mn
P2 9 mn 12 mn 16 mn

On supposera que les machines n’ont pas de temps d’inactivité.

La disponibilité pour chaque machine sont :

* 165 heures (9900 minutes) pour la machine M1 ;
* 140 heures (8400 minutes) pour la machine M2 ;
¢ 160 heures (9600 minutes) pour la machine M3 .

Le produit P1 donne un profit unitaire de 900 dh et le produit P2 un profit unitaire de
1000 dh.

Dans ces conditions, combien doit-on fabriquer mensuellement de produits P1 et P2
pour avoir un profit total maximum ?
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Solution: Probléeme de Production
Formulation en un PL :

1- identifier les variables de décision:
Les variables de décisions sont :
x; : le nombre d'unités du produit P1 & fabriquer
X, : le nombre d"unités du produit P2 & fabriquer
2- identificr les contraintes :
Les contraintes sont :
* Pour la machine M1: 11x,; +9x, < 9900
* Pour la machine M2: 7x; + 12x; < 8400
* Pour la machine M3: 6x; + 16x; < 9600

3- identifier la fonction objectif :

Le profit a maximiser est :
Max OQONu + HCOONN

@ mZnO._.
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2.3 Méthode de facteurs rares

Exemple 1:

Une entreprise fabrique deux produits (A et B), on
utilisant une seule machine M; cette machine ne peut
tourner plus de 100h.

Pour fabriquer le produit A, il faut 2h
Pour fabriquer le produit B, il faut 3h

Le produit A dégage une marge de 10

Le produit B dégage une marge de 18

Question : quel est le programme qui va maximiser la marge?
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Chapitre 2

Solution: Probléeme de Production

Le programme linéaire résultant est :
Max 900x; + 1000x,
SC 11x; +9x, <9900
7x1 + 12x, < 8400
6x; + 16x, < 9600
20,220
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2.3 Méthode de facteurs rares

Yoir cours
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4 [l Chapitre 2 : Programmation linéaire

]

Programmation linéa

Chapitre 2

2.4 Méthode graphique

Résolution graphique du programme linéaire (PL)

» La méthode graphique est I'une des premiéres méthodes
utilisées a ce sujet.
Si on parle de résolution graphique alors on doit se limiter a
une représentation a deux variables. Ceci indique que dans
ce chapitre on examinera seulement les programmes

linéaires a deux variables de décision.

CJENCGT
2.4 Méthode graphique
Résolution graphique du programme linéaire (PL)
» Tracer un repére cartésien orthonormé.
> Représenter graphiquement chacune des droites

représentatives des équations limites des contraintes.
> Déterminer la région des solutions admissibles.

» Trouver la ou les solutions optimales

5 =3
2 12
é
3
T T T T T >
— -/H- b

X, +xy3=0
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2.4 Méthode graphique

» Dans le PL chaque contrainte correspond ‘a une droite
d'équation a,x, + a,x, + b = 0 qui divise géométriquement le plan
en deux demi-plans, a,x; + a,x,+ b20eta,;x; +ax, +b<0.

» Lintersection de tous les demi-plans représentatifs des

contraintes forme la région des solutions admissibles, cet

ensemble est convexe (Polygne convexe).

ety bl gt b
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2.4 Méthode graphique

:Recherche!de la solution optimale

2.4.1 Méthode de recensement des sommets :

Nous évaluons la valeur de la fonction objectif dans chaque
sommet de la région des solutions admissibles, la solution
maximale (minimale) est ou la fonction objectif est maximale
(minimale) sur les sommets de la région des solutions
admissibles.

Attention :Cette méthode a des limites lorsque le nombre de
sommets est relativement grand ou lorsque la région des
solutions admissibles n’est pas bornée.

JENCGT

iy st g e

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

77

-

inéaire

: Programmation |

Chapitre 2

eaire

”

=
c
.0
-
©
£
=
©
Lo
an
o
.
o

Chapitre 2

2.4 Méthode graphique

Recherche de la solution optimale

On translate vers le haut (Max) ou vers le bas (Min) la droite paralléle a la
fonction objectif et passant par l'origine, jusqu’au sommet (point ou
segment) le plus éloigné (Max) ou le plus proche (Min) de la région des
solutions admissibles. Cette intersection, si elle existe, est ]a_solution
optimale pour PL, donc la solution est parmi les sommets de I'ensemble
des solutions admissibles (Si une telle intersection n'existe pas, cela veut

dire que la solution est infinie).

Notez que toutes les droites paralléles a la fonction objectif ont le méme

pent (coefficient directeur).

= mZOO._.
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2.4 Méthode graphique
Max  100x, +200x,
Exemple 1: solution unique sc. x,+x, 5150 (1)
4x +2x, <440 (2)
x,+4x, <480 (3)
X, <90 @
x, 20,x,20

(4)
la solution optimale est B(40,110)

T

()

>
| g N %,

110

=0 30
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2.4 Méthode graphique

Quelques exemples

voici quelques exemples de résolution graphique de
problémes linéaires relatifs au différents cas possibles :

Une Solution réalisable qui optimise (max ou min) la fonction
économique. Elle peut étre :

- Unique (Sommet du domaine réalisable)

- Impossible (contraintes incompatibles)

- Multiple ( cote du domaine réalisable)

- Infinie ( contraintes manquante)

CYENCGT
2.4 Méthode graphique
; ,‘.‘.?.v_m 2:la solution est non bornée
Max -2x, +3x,
5C. x <5 49
2 -3x,<6 () = %
. e
x, 20,x, 20

0 K ST T 7 'ua
- n

On peut augmenter la valeur de la fonction objectif dans la
direction des fleches indéfiniment donc la solution est non bornée

) mZOO
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2.4 Méthode graphique

Exemple 3: Probléme impossible

Min  3x +2x,

sc. x+2x, 52 (1) *a
2x, +4x, 28 (2
x, 20,x, 20

L'espace des solutions réalisables est vide, il est I'intersection des

deux zones grises de cette figure.

2.4 Méthode graphique

Exemple 5: Probleme de dégénérescence (a traiter au niveau du chapitre 3))

TJENCGT
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Max X t+x
sc. 3x +2xy £40 €))
x £10 2)
X 2 O. 5 20
B )
—
T >
c .31
2=0
La solution optimale B(10,5) est dite dégénérée
si trois contraintes concourent en ce point. 0 mZﬂO._.
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2.4 Méthode graphique

Exemple 4; Probléme a solutions multiples

Max xt m».u
5C. 2x +6x9 830 (1)

x £10 ) n 4 y2)

A
5 20,520 e

L’ensemble des points présents sur le segment situe entre les deux
point [AB] correspondent a une solution optimale. Il y a donc une
infinité de solutions.

2.4 Méthode graphique

ulaconvexité, point extréme 2

Avant d’aborder l'algorithme du simplexe, la méthode
graphique permet de bien visualiser les principes de
-onvexité et de point extréme. Cette méthode permet de

résoudre un probléme d’optimisation linéaire.
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2.4 Méthode graphique

Définition : la convexité

Un ensemble S est convexe si, étant donnés deux points
distincts quelconques de cet ensemble, le segment qui relie
ces deux points est contenu dans I'ensemble S.

Un exemple d’ensemble convexe et un exemple d’ensemble

non convexe sont représentés a la figure ci-dessous.

TJENCGT

Pty

2.4 Méthode graphique

La convexite

Théoréeme :
Uintersection d’ensembles convexes (non vide) est convexe.

Propositions :
L'ensemble des solutions réalisables (non vide) est convexe.

inéaire

Programmation |

Chapitre 2

2.4 Méthode graphique

Définition : la convexité

Un ensemble S non vide est dit convexe si et seulement si pour
tout élément xetyde S et pourtout A € [0,1],Ax + (I-1) y€S.

1 pj
(b) Un casemble non convexe

CJENCGT
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(a) Un ensemble convexe

2.4 Méthode graphique
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L'ensemble des solutions réalisables d’'un PL, c’est-a-dire qui
respectent toutes les contraintes et toutes les bornes sont
nécessairement situées sur des points extrémes du domaine
réalisable. Le domaine réalisable englobe toutes les solutions qui
respectent les contraintes et les bornes.

Ici, nous voyons le domaine réalisable en vert et cinq points

extrémes en bleu. @ ;m..,Ztﬁr:ner

Prog

Chapitre 2
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Chapitre 2 : Programmation linéaire

2.4 Méthode graphique

Intuition géomeétrique: Point extréme

Un point extréme x € S d’'un ensemble convexe ne peut étre
exprime ainsi :

x=Ay+(1-2)z,
yvzeS,Ae[01], z#x

En d’autres termes, si x ne peut pas étre exprimé comme une
combinaison convexe de y et z.

CJENCGT
Forme canonique
Min C"x Ou Max C"x
SC: SC:
Ax>b Ax<b
x=20 x=0

A est une matrice de taille m*n
b est un vecteur de taillem
x et C sont des vecteurs de taille n.

On appelle forme canonique (matricielle) d’'un PL , tout systéme
d’inéquations linéaires (contraintes <, ou 2 ) conditionné par la
maximisation (ou min) d’une fonction linéaire de n variables x,,
Xy X3... €t x,, toutes positives.

‘2l Chapitre 2 : Programmation |
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Forme compacte

Pour les variables de décision x4, X2, ..., X,, On cherche a :

Maximiser Z = M Cjx;

J=1
Sous les contraintes :
n
M ayx; < bjpouri=1,..,m
J=1
x; 20, pourj=1,..,n

CJENCGT

Forme canonique

w
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\ supérieures a 0.

Considérons Ia contrainte :

||m ¢ R.H.TWNO

Nous pouvons alors définir y = x + 8, de sorte que
la contrainte devient y > 0.

@ mZﬂO._.
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Forme canonique

Remarque

De méme considérons,

—-6<x<s-2

endéfinissons y = x + 6, nous avons la contraintey > 0.

2.5 Régles de transformation

Pour écrire le programme sous forme canonique,
il faut éventuellement effectuer les transformations :

Minimiser W - Maximiser Z = —W
ax=>b - —ax <-b
Ex : Minimiser W= 300x; + 800x, Ex : MaximiserZ = —300x, — 800x,
Nﬂu +x; 2 8 —2x, — < -
¢ 3 1— X2 = 8
4x; +5x, =20 4x, + 5x, = 20
X 20,x,20 xX120,x,20

[JENCGT
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ineaire

on

: Programmati

tre 2

35

Progran

Chapitre 2

2.5 Régles de transformation

Il est possible de transformer tout probléme linéaire en une forme ou I'autre
en utilisant les régles de transformation qui sont décrites ci-aprés.

D’abord, si la fonction-objectif est une minimisation et qu’une maximisation
est voulue, il s’agit simplement de multiplier la fonction par -1 (et vice
versa).

Inversement, si le probléme en est un de maximisation et qu’on désire
plutét minimiser, il faut aussi multiplier la fonction-objectif par -1.

Si le membre de droite d’une contrainte est négatif (bi<0), et que cette
valeur doit étre positive pour un probléme écrit sous forme standard par
exemple, il faut multiplier les termes de la contrainte par -1 et inverser le

signe de I'inégalité, s’il s’agit d’une inégalité. mZ no

@ ety E.I[_KIL.

2.5 Régles de transformation

» Pour les bornes (les variables de décisions)

xlibre =2 x;=u—v avecu,v >0
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Chapitre 2 : Programmation linéaire

2.5 Regles de transformation

e Pour les contraintes d’inégalités

8x;+3x, <3 = 8x;+3x;+e; =3

x1—-3x,23 2 Xy —=3x3—e;=3

Pour transformer une contrainte d’inégalité en contrainte
d’égalité, il faut ajouter une variable d’écart si la contrainte est
inférieure ou égale au membre de droite ou alors soustraire
une variable de surplus si la contrainte est de la forme plus

grande ou égale.
CJE! mZﬂO._.

-.K.l‘:;ll;.:
XA JOUIMG

2.5 Regles de transformation

Exemple2 : écrire le programme linéaire suivant sous sa forme
standard

NHH +RN <8
A.H“_. + MRN < 20
3%, + 10x, < 30

NHNO.NN =0
NRH+HN+Qﬂ+O+O"m

4%, +5x,+0+ e, +0 =20
wRH+HORN+O+O+Qw"wO
x320,x;, 20

=

Remarque: il faut soustraire une variable de surplus s, dans le cas ou on a >

JENCGT
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Programm

Chapitre 2

2.5 Regles de transformation

Forme standard
AX+I,E=B

Forme canonique
AX<B

Exemple :

2x;+x; <8

A.RH.TMRN <20
3x1 +10x, <30
RHNO‘HN =0

22, +x,+e, +0+0=8
A‘Rn._lmNN.TO.TNN.TO"NO
3x;+10x, +0+0+e3 =30

N»NO-HN =0

=

Remarque: il faut soustraire une variable de surplus el, dans le cas ou on a >

CJE! mZﬂO.q

3dni dongh Aevmall

2.5 Regles de transformation

Ecrire le probléeme suivant sous la forme standard:

Max 5x; + 4x;
Sx;+ 4x; = 24 (1)
RH..T NHN < -6 ANV
-x;+x,= 1 (3)

x4 libre
0< X2 <2

JENCGT

I‘L_u foall deaibongd) dsymad|
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Chapitre 2 : Programmation linéaire

Chapitre 2 : Programmation linéaire

2.5 Regles de transformation

Min —=5x; — 4x,
S5x1+ 4x; —e;, = 24
—Xx1+ 2x +e; = 6

Xy = U-v

X+ e3=2

Ou xq,x5,u, v =0, e;>0 et ;>0

FYENCG

sty ozl dglbeagh) detymall
e KR ..wu._,?.s! 3

A 1OUIAA

2.5 Reégles de transformation

Max X1— X+ 2 X3
2x;+ %, —x3< 1 (1)
X1—2x;+x32 2 (2)
31— x+x3= -3 (3)

X1 NOoNN NO‘R.wNO

4

Forme standard :

-Min —x1 + x3 -2 x3

NRH..—- X2 lRw-Tmu. = 1 AHV
X1=2x,+x3—e; = 2 (2)
—3x; + X3 — X3 3 3

x20,x20,x320,e;=20,e,=>0

o =

Chapitre 2 : Programmation linéaire

66

2.5 Regles de transformation
mnq.mqm le probléme suivant sous la forme standard:

Max x; — x;+2 x5
2x1+ %, —x3< 1 AHV
X1-2x%+x32 2 (2)
31— x4x3= -3 (3)

120,220,230

@ mZnO

rremilly ddndl doiiemh

Programmation linéaire

Application: Gestion de la production

@ mZﬂO._.
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Exercice

Cas Production

1 lingot Acier LQ (300dh)

1 lingot Acler HQ (800dh)

o LT L)

D ™\ 1kg

4kWh lrmm-v 5kWh

. Mﬁu 3h a0 4w 10h

Production par lot de 1000 lingots.
Les contraintes de I'entreprise sont sur les ressources :

e ~ D oV g v
8000kg  20000kWh 30 000h

Pb : Combien de lots de lingots de chaque type faut-il produire
pour maximiser le chiffre d'affaires ?

Solutions

Solutions admissibles

On appelle solution admissible tout programme (x;, x3)
vérifiant tous les contraintes.

Par exemple (x;=0, x5 =0) est une solution admissible.

L'ensemble des solutions admissibles est, en général, infini :

c’est un polygone convexe = un « simplexe »

70

~ f Exercice

Exercice

Formalisation du probleme

1) Variables de décision

On cherche :

* x1=nb de lots de 1000 lingots de type LQ
* x,=nb de lots de 1000 lingots de type HQ

2) Contraintes

Le programme (x4, x3) doit vérifier « les contraintes » :

e Matiére premiére
* Energie

Huu.nwuﬁn + X2 < 8
= 4x; +5x, <20
* Laminage = 3x; +10x, <30

on produit des quantités positives : contraintes logiques :

x1=>20etx; =0 @ Wﬂmmmw.H
h

TEr e 2 s A
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Solutions

Remarque 1:

S’il existe une solution optimale, alors elle est égale = :::
sommet du simplexe de I'ensemble des solutions admissibles.

Corollaire:

Pour trouver l'optimum, il suffit d’'examiner les points extrémes
(OABCD) de la région réalisable.

3) Critere d’optimisation — Fonction-objectif
Le programme (x4, x,) doit maximiser le chiffre d'affaires :

max_Z = 300x; + 800x,

(%1, x2)

La fonction-objectif étant linéaire, et les contraintes étant des
inéquations linéaires, on parle d’une programmation linéaire.

Solution optimale

On appelle solution optimale toute solution admissible (x7,x3)
optimisant la fonction-objectif :

V (x1,x2), Z = 300x; +800x, < Z* = 300x; + 800x;

ENCG

Plan du Chapitre 3

3.1 Algorithme du simplexe

3.2 Analyse de sensibilité

3.3 Applications
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1 Algorithme du simplexe

J 3.

3.1 Algorithme du simplexe

Algorithme du simplexe

e Pour 2 variables, 'ensemble des solutions admissibles est
un polygone convexe. On peut utiliser la méthode graphique.

¢ Au-dela, la méthode graphique n’est plus utilisable.
On utilise alors « I'algorithme du simplexe »

r

4z, + 4794+ 223 <80
2r) + 319 4213 <50
) + 219+ 31r3<40
T

(0,14, 4)

T2

VIV IV

0
0
I3 0

-—" (10,10, 0) ©. uaw.ov

120.0.0)

max =z = 35x; + 38x9 + 30x3

Méthode du simplexe Dantzig(1947}

Deux phases:

— Phasel-Initialisation: Trouver une solution de base
réalisable.

2

— Phase2-Progression: On passe d'un sommet a un
sommet voisin pour augmenter la fonction objectif.

CJENCGT

..ILL.. Ailasl dskog et

3.1 Algorithme du simplexe

Algorithme du simplexe

Algorithme du simplexe

1. Ecrire le probléme sous forme canonique :
Contraintes = Systeme d’inéquations : AX < B

2. Ecrire le probléeme sous forme standard en introduisant
des variables d’écart :
Contraintes = Systéeme d’équations : AX + I,E = B

3. Utiliser la méthode du pivot de GAUSS pour parcourir les
sommets du simplexe :

* Partir d'une solution admissible
* Parcourir les sommets du simplexe
» S’arréter quand la fonction-objectif est maximale

@ mZOO._.

Algorithme simplexe :

Debut
Tant que qu'il existe un coefficient strictement positif
dans la fonction objectif faire
debut
choisir la variable entrante dans la base : c’est la variable
associée au plus grand coefficit c. > 0.
Si tous les a;, < 0 (les valeurs dans la colonne de la
variable entrante) STOP
le probléme est non borné( maxz = +o0)
Sinon
Choisir la variable sortante xs telle que

b = min{2, 3¢ >0,i=1.--- ,m}
Pivotage
Fin début
Fin Tant que
Si tous les ¢; < 0, la solution optimale est trouvée.
Fin début

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

82

Algorithme simplexe : Etape 0 : tableau initial

2x1+x,+e1+04+0=8
4% +5x, +0+ e, +0=20

AX+ImE =B < 33, 4+ 10x,4+0+0+e;3 =30

Max Z = 300x, + 800x, %20, 20
SC
. . Base X1 X2 €1 e, ez b,
2x; +x,<8 (Matiére Premiére) ! e 2 1 1 0 0 8
4x; + 5x,<20 (Energie) .W. e, 4 5 0 1 0 20
3x; + 10x,<30 (Laminage) £ e3 3 10 0 0 1 30
; 20x,20 3
O
m -Z+ wOORH + mOQRN + ONH + QNN + Omw =0
=
= 2 | 300 | 800 0 0 0 0
=T4)
<
> CYENCGT
(39 A SO A I
wu Ll L3 - - .
Etape 0 : tableau initial 5 Etape 1 : choix du pivot
Base X1 X3 e e, ez b; Base | X; | X2 | e | ez | es by
e 2 1 1 0 0 8 e, 2 1 1 0 0 8
ez 4 5 0 1 0 20 e, 4 5 0 1 0 20
e3 3 10 0 0 1 30 es | 3 |WEAN| 0 ] 01 1] 30
-z | 300 | 80 | 0 0 0 0
300 800 0 0 0 -Z=0

t

 Les variables ey, e, e3 sont dans la base :
- on reconnait la matrice identité
- leur valeur est dans la colonne Résultat ;

{ 1) Variable entrant : plus grand coefficient de la fonction objective

2) Variable sortant : plus petit rapport
Les variables x4, x, sont hors-base, donc mises a 0 ) P P PP

+ La fonction-objectif s’écrit en fonction des variables hors- On obtient ainsi le coefficient qui va servir de pivot

base : coefficients non nuls pour les variables hors-base.

@ mZOO._.

Ty 4zl Aol Aomelt

¢ On litla valeur de -Z dans Résultat.

3.1 Algorithme du simplexe

3.1 Algorithme du'sii
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9§ 3.1 Algorithme du simplexe

3.1 Algorithme du simplexe

Etape 2 : mise a

jour du tableau

Base x x3 ey e; e; b,
e 2 1 1 0 0 8
e, 4 5 0 1 0 20
e 3 10 0 0 1 30
z 300 | 800 0 0 0 0
Base x4 x2 ey e e3 b,
L=Llrgl|| e 710 | 0 T 0 | -1/10 5
L, :F-I e, S/2 0 0 1 -1/2 5
=1 x, 310 | 1 0 0 1/10 3
= LS ls -z 60 0 0 0 -80 [ -2400
BIENCOT
Itération étape 2
Base x xz ey ez e3 by
e; | 7710 0 1 0 -1/10 5
e /2 0 0 1 A5 | 5
xs | 310 | 1 0 0 | v i -
2 60 0 0 -80 0 | -2400 “
Base | xq x; ey ez e; b,
L=L-3:L]|| e 0 0 1 |- | ys | 32
=31, x5 1 0 0 s | -1/5 2
L= Lyl x; 0 1 0 | 3725 | 8150 | 24710
Ly= Lege Ly 2z 0 0 0 24 68 | -2520

—mn on recommence a l'étape 1, si 'on peut améliorer la fonction-objectif.

fa
x
L
o
£
)
=
T
(7
£
I=
o—
=
o
)
<
(o
™

3.1 Algorithme du simplexe

Itération étape 1

Base X1 X2 ey ez e3

er | 70 | o 1 o | -v0 | B |

e, 5/2 0 0 1 12 | 5 | 4m

x2 3/10 1 0 0 yio | 3

E T B B B T
1}

Variable entrant dans la base : x4

Variable sortant de la base : e,

Arrét de l'algorithme

Base xq X2 ey .. mw Fw* y
e 0 0 1 068 | 024
X 1 0 0 04 | 02
x | o 1 0 012 | 016
2z | o 0 0 28 | 68 |

s )ee)s

Le programme est donc optimum : on lit dans Résultat :

Hn”N

w

N"N.A.

=Z=2520
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Algorithme du simplexe Algorithme du simplexe

Une solution de base réalisable est dite dégénérée si au * Remarque : S'il existe une base dégénérée, alors on
moins une des variables de base est nulle. peut rencontrer un éventuel cyclage de

I'algorithme: on retrouve une base déja rencontrée
Théoréme: Si au cours de |'algorithme du simplexe, aucune et on boucle indéfiniment.

base rencontrée n'est dégénérée, alors l|'algorithme se
termine en un nombre fini d'itérations.
e Régle de Bland (1977) : Lorsque plusieurs variables

. _ .
Par conséquent, on ne rencontre jamais une base déja sont susceptibles d'entrer ou de sortir de la base,
rencontrée 3 une itération précédente. Le nombre de on choisit toujours celle qui a I'indice le plus petit.

solution de base réalisable étant fini, I'algorithme s’arréte
nécessairement en un nombre fini d’itérations.

FYENCGT

\L. ..FI.. Anilng® dmmcl

Complexité du simplexe: , e ,_. | Exercice 1 : Simplexe

. e . Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant la méthode de
Complexité = nombre d’itération dans le simplexe simplexe.

(phase 2).

» On peut construire des exemples avec une complexité
exponentielle en 0(2")itérations (Klee-Minty, 1972).

Max 3x, + 2x,

* Mais dans la pratique la complexité du simplexe croit 3x, + 2x,<14
peu avec le nombre nnde variables. En pratique, le X;-Xx,<3
nombre d'itérations est proportionnel au nombre m de

. > ERgnop x,20x,20
contraintes (de m a 3m itérations).

*Si on tient compte de la résolution des systemes
linéaires avec une formule de mise a jour de l'inverse
(Shermann-Morrison), on a ((m?)opérations pour
I'inverse.

CJENCGT JENCCT

II‘L: . flcbl-'l. nl-l\-
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Solution exercice 1

Forme standard :

— La forme standard du programme linéaire s'écrit comme suit :

Max 3x; + 2x,

SC -x;+2x,+e, =4
3x;+2x,+e, =4
X -x;te;=3

x;20, x,20 ¢,20, e,20, ;20

— (2eme itération)

Solution exercice 1

—> Tableau de simplexe initial (1ére itération)

Base | x X2 e e; e; | b
ey -1 2 1 0 0 4
e3 1 -1 0 0 1 3
Z=| 0 0 0 0 0
mZﬂO._.

T 2ai8 avimh Aimc

Solution exercice 1

— (3éme itération)

Base X1 X2 e e e; &m Base X1 X2 er é> é;3 &m
e 0 1 1 0 1 7 er 0 0 1 [-1/5]18/5] 6
e; 0 5 0 1 23 5 X2 0 1 0 [ 1/5]-3/5] 1
xx | 1 1o o173 xt | 1 ] oo lwslas] 4
Z=r o155 Lovto 1l 9 Z=]lo0 ol o[ -1]o0 -4
Tous les coefficient <0 donc le tableau de simplexe est optimal et 1a solution
optimalduPLest:x,=4;x,=1,;¢,=6;¢,=0;¢;=0
La valeur de la fonction objectif est 14.
DENCGT mJENCGT

To 2L E0N 1 d B A 10T AR SITEA L
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Remarque
Base | x; X2 e e e3 F
e; 0 0 1 |-1/5]8/5] 6
X2 0 1 0 [ I/5]-3/5] 1
X 1 0 0 [1/5]25] 4
Z=| 0 0 0 -1 0 | -14

L'effet net de I'augmentation d’une unité de la valeur de e, (variable hors base)
est nul. Donc si on introduit e, dans la base, on ne modifie pas la valeur de la
fonction objectif. Ainsi une autre solution optimale peut étre trouvée pour notre
programme linéaire. Ceci confirme le résultat de la méthode graphique qui

indique que ce probléme admet un ensemble de solution optimale décrit par un

segment [ ]. @ EN no._.

IIL_..F&-».T.. et

Solution Exercice 2 : Simplexe

Forme standard :

Max Z = 5x, + 4x,
SC Ox;,+4x,+e, =24
x,t2x,te,=6
x,te;=2
-x, tx,te =1
x,20,x,20,e;, 20,e, 20,e; 20,e, 20

@ ENCGT
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Exercice 2 : Simplexe

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant la méthode de

simplexe.

Max Z = 5x, + 4x,
SC Ox, + 4x,<24

x,+2x,56

-x;tx,

x,52

<1

x,20x,20

@ mZﬂO._.

Solution Exercice 2 : Simplexe

Max Z = 5x; + 4x,
SC 6x;+4x,+e,=24

X+ 2x,+te;=6

x,te;=2

-x, tx;te,=1

== Sdad et v

x,20.x,20,e, 20,e;, 20.e; 20,¢e, 20
X1 [ Xao|er|ex| ez | eq| bi m,nnls
e, | 6 | 4 |1 0| 0| 0|24
e; | 1 1 0| 1 0| 0| 6
es | Ol 0] 0] 0|1 0| 2
es | -1 | -1 ] 0| 0] 0 1 1
-Z| s 4]o0o|o]of|o] o
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Solution Exercice 2 : Simplexe Solution Exercice 2 : Simplexe

Max Z = 5x, + 4x,
SC Q.H~+A.¥.~+@~"Nk

x;+2x,+e;=6

— Tableau de simplexe initial (1ére itération)

x;te;=2 by

bt Xi [Xa | e |ex|e3|eq| b | 6'=2-

x,20,x,20.¢, 20,¢,20,¢; 20, ¢, 20 e 6 4 1 0 0 0 24 4

= et o) o} v) otede 6

Xj|{Xa{eje2|e3|eq| B | =0 s o] oJolo]1]ol]2 -

ee | 6 | 4l 1o o] of]o24 4 T T EEE T E R ET 3

e |11 o] 1o o]es 6 Zdhiswdh-affo o o] of o :
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Solution Exercice 2 : Simplexe

—» (2eme itération)
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Solution Exercice 2 : Simplexe Application (A faire)

— (le dernier tableau) Une entreprise alpha produit des chaises et des tables a partir d'un
stock de 16 unités de bois, 10 unités de tissu et emploie un ouvrier

qui fournit 40 heures de travail par semaine.
X | X2 |ej|e|e3|eq|b - Pour produire une chaise il faut 1 heure de travail, une unité
X1 1 0 | 1/4]-12| 0 0 3 de bois et une unité de tissu;
X2 0 1 [-1/6] 1 0 0 |32 - Pour produire une table il faut 4 heures de travail et 1 unité
e; 0 0 0 0 1 0 1/2 de bois.
¢4 0 0 0 0 0 1 52 - Le prix d'une chaise est de 100 Unités-Monétaire (UM) et
-Z 0 0 [-3/4]-12] 0 0 [ -21 celui d'une table de 200 UM.
- L'entrepreneur désire déterminer la production hebdomadaire
la solution de base réalisable obtenue : (3; 3/2; 0;0;1/2; 5/2) des chaises et des tables permettant de maximiser son chiffre
La solution optimale est donc la suivante : (3 ; 3/2) d'affaires. — —
La valeur max de la fct objectif est Z* = 21 Retrouvez la nwemca.oa oha.:&n via -.n@olgan
de simplexe?

107

Résumeé de la procédure de la méthode du m_:._uwm
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Chap. 3 Algorithme du simplexe

Etapes * Justification

1. Formuler un programme linéaire pourle  Pour obtenir une représentation mathématique du
probléme réel. probléeme

2. Vérifier que le second membre du programme Ceci est nécessaire pour obtenir comme variable de
linéaire est positif base initiale l'origine

3. Ecrire le programme linéaire sous une forme Mettre toutes les contraintes sous forme d’égalité
standard

4. Construire le premier tableau de simplexe Ce tableau correspond 3 la solution initiale de base

3.2 Analyse de sensibilité
* Fonction-objectif

5. Choisir comme variable entrante dans la base La valeur de ¢;z;indique la quantité d'augmentation
celle qui admet le plus grand effet net positif ¢  de la fonction objectif si on augmente la valeur

z de x; d’une unité.
6. Choisir la variable sortante de la base celle qui La plus petite valeur de b/a, indique le nombre ° Contra intes
admet le plus petit ratio supérieur a zéro. maximal d’unité de x; qu’on peut introduire avant que
la variable de base de I'iéme ligne ne soit égale 3
zéro.
7. Construire le nouveau tableau en utilisant la  Cette régle nous permet entre autre de calculer les
régle de pivot valeurs des nouvelles variables de décision
8. Faire le test d’optimalité. Si (c;-z) <0 pour Si (c;-z) <0 alors on n‘a pas d’intérét a faire entrer
toutes les variables (hors base), la solution dans la base aucune de ces variables. Une telle
obtenue est donc optimale. Sinon retourner 3  introduction engendra une diminution de la fonction
Vétape 5. objectif. . lml.-lr.ﬂ TIO.AH
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Chap. 3 Algorithme du simplexe

3.3 Applications
* Afaire ultérieurement

@ mZnO._.
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Plan du Chapitre 4

4.1 Dualité lagrangienne (rappels)

4.2 Programmation linéaire et dualité

4.3 Définition du dual d’'un programme linéaire

4.4 Théoréme de dualité forte

4.5 Algorithmes primal et dual du simplexe

4.6 Interprétation des variables duales et Théoréme des
écarts complémentaires

Chap. 4 - Dualité

Dualité en Programmation
Linéaire
Algorithmes primal et dual du
simplexe

JENCGT

plly el el v

ar _ Logiciel pour la résolution des programmes linéaires : LINDO

(Linear. INteractive and Discrete Optimizer)

I. Introduction & Installation du Logiciel
1. Résolution d’un exemple

a. Le probléme de I'agriculteur

b. Introduction des données

c. Résolution du probléme

d. Interprétation des résultats
lll. Les commandes de Lindo

1. File

2. Edition

3. Solve

4, Reports

5. Window

6. Help

VI. Programmation 3 nombres entiers @ mz AHO._n
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