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[ STATISTIQUE APPLIQUEE ]

Chap. lll : Regression lineaire simple

Rachid MCHICH



I. Modeéle de régression linéaire simple
Le modele de regression utilisé dans une regression
lineaire simple s’ecrit :
y=Py+px+e
y :variable a expliquer (dependante)

x :variable explicative (independante)

B, et B, correspondent aux parametres du modele

¢ est une variable aleatoire appelee: terme d’erreur.

Ce terme prend en compte la variabilite de y qui
n'est pas expliquee par la relation lineéaire entre x et

y.



Le terme & mesure la difference entre les valeurs
reellement observées et les valeurs qui auraient ete
observeées si la relation spécifiee avait ete
rigoureusement exacte. Ce terme regroupe donc trois
erreurs :

 Une erreur de spécification : le fait que la seule
variable explicative n’est pas suffisante pour rendre
compte de la totalite du phénomene explique;

* une erreur de mesure, les données ne representent
pas exactement le phénomene;

e une erreur de fluctuation d’échantillonnage : d’un
echantillon a l'autre les observations, et donc les
estimations, sont legerement difféerentes.



Chaque distribution des valeurs de y a sa propre
moyenne. L'équation qui decrit comment la

moyenne de y est liee a x est appelée : équation
de la régression linéaire simple. Elle est donnee
par :
E(y)=p, + X
CasA: CasB: CasC:
Relation linéaire positive Relation linéaire négative Pas de relation
Ely) ()rd()nnécEf,‘-‘J E(y)
Droite de régression . : l'()rigigc Ordonnée
’ La pente B, a l'origine La pente j3, est nulle
nedanee La pente )31 . est négative By

est positive Droite de régression

Droite de régression




En pratique, la valeur des parametres n’est pas connue
et doit etre estimeée en utilisant les données d'un

echantillon. D’ou I’équation estimée de Ila
régression linéaire simple :

y=b,+bx

(droite de régression estimée)



ll. La methode des moindres carres :

La methode des moindres carrés est une procedure qui
permet d'utiliser les données de I'échantillon pour estimer
’équation de la régression (b, et b,). Elle consiste a
minimiser la somme des écarts au carré :

min ¥ (3, - $,)°

Ainsi, la pente et l'ordonnée a l'origine de ['équation
estimée de la régression sont données par :

N (x, =)y, - y) _ -
1_ E(X x) bo—y—blx
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Exemple : Considerons les données collectées sur les
ventes mensuelles d’'un echantillon de 10 restaurants d’'une
chaine de restaurants, par-rapport a la population locale :

Restaurant i Population Ventes mensuelles
(en milliers : x;) | (en milliers de dh)

I 2 58
2 6 105
3 8 88
4 8 118
5 12 |17
6 16 137
7/ 20 157
8 20 169
9 22 149

o
N
o

202
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lll. Coefficient de determination :

Une fois 'equation estimee de la régression etablie,
la question qui se pose est : Dans quelle mesure
cette equation s’ajuste-t-elle aux donnees?

Nous montrerons ainsi que le coefficient de
détermination fournit une mesure de I'adequation
de I'’equation estimee de la regression.



Pour la i*™¢ observation, le i*™® résidu (ou erreur
commise) est donneé par :

yi_)’\}i

La somme de ces residus, ou erreurs, au carre
correspond a la quantite minimisee par la
méthode des moindres carres. Cette quantite,
aussi appelee : somme des carrés des résidus,
est donnee par :

SCres = E(yi — )A;l.)z



D’autre part, pour estimer les y; sans utiliser les x,
on utilise ¥ la moyenne des y. Ainsi, pour la jme
observation, y,—Yy fournit une mesure de l'erreur

commise en utilisant y pour estimer les ventes.

D’ou la somme des carrés totale donnee par:

SCT =N (3,-5)



Enfin, pour déterminer dans quelle mesure les
valeurs y de la droite de régression devient de la

moyenne y , une autre somme des carrés est
calculee.

Cette somme est appelée somme des carrés de
la régression, et elle est donnée par :

N 2
SCreg =Y (5;-Y)

Ainsi,on a :

SCT =S5Creg + SCres



D’autre part, le coefficient de corrélation de
I’echantillon peut etre calculé de la fagon suivante :

r, = (signe de 191)\/1’72



IV. Hypotheses du modele :

Meme avec une valeur du coefficient de
déetermination assez éleve, une analyse approfondie
de la robustesse du modele suppose doit etre faite.

Pour cela, des tests de signification doivent étre
effectues et sont basés sur les hypotheses suivantes,
concernant le terme d’erreur ¢ :




Hypotheses sur le terme d’erreur ¢ dans le modele
de la régression:  y=8 +Bx+¢

(HI)  E@)=0 (donc E(y)=p,+Bx)

(H2) La variance de ¢ notée o” est la méme pour
toutes les valeurs de x.

(H3) Les valeurs de ¢ sont indépendantes entre
elles.

(H4) Le terme d’erreur € est une v.a. normalement
distribuee (et donc y aussi).



V.Test de signification :

Pour I'equation de regression simple,on a :

E(y)=p,+ px

Ainsi,si f,=0 alors E(y)=pf, ;cad x et y ne sont
pas liées; sinon, les deux variables le sont

(si B =0 ).

Il faudrait donc effectuer un pour
déterminer si 5, =0 .



Estimation de o° :

e La moyenne des carrés des résidus fournit
une estimation de o’ :

s* = MCres = SCres
n-?2
((n-2) ddI)

MCeres fournit une estimation sans biais de o”.

 Erreur type de I'estimation :

SCres
n-—?2

s = \/MCreS =




V-1 Test t de Student :

On teste les hypothéses suivantes concernant f3, :

H,: B, =0
H, : p,=0

Notons d’abord que b, et b, sont des statistiques
d’échantillonnage qui ont leur propre distribution
d’echantillonnage; ainsi :



* Les proprietes de la distribution d’échantillonnage
pour b, sont données par :

Espérance : E(b) =P,

Ecart typede b, : Oy, =

Forme de la distribution: Normale.

e Comme O n’est pas connue, alors on calcule :

Ecart type estiméde b, : §

_ \)
by — \/2 (xi B )_C)z



Test de signification de Student dans le cadre
d’une régression linéaire simple :

H,: p,=0
H,: (=0

i b
Statistique de test: r=—-

Regle de rejet :
Approche par la valeur p : Rejetde Hysi p=o

Approche par la valeur critique : Rejet de H, si

f<—t ,out=z=t,,

ou 7, est base sur la distribution de Student a (n-2) ddl.



Intervalle de confiance pour f, :

Lintervalle de confiance pour f, est:

b, = LanSh,
au coefficient de confiance (1- o) et a (n-2) ddl.

Au seuil de 99%, lintervalle de confiance nous offre une
alternative pour conclure le test d’hypotheses dans le cadre

de notre exemple.

En effet, puisque O, la valeur hypothétique de 3, n’appartient
pas a I'intervalle de confiance, nous pouvons alors rejeter H,
et conclure qu'une relation statistiquement significative
existe entre la taille de la population et les ventes
mensuelles.



V-2 Test F de Fisher :

Si B, =0, alors la moyenne des carrés de la
régression fournit une autre estimation de o” :

SCreg
Nbr ddl

Pour les modeles de regression considéres ici, le
nombre ddl = nbr de var. indépendantes; cad. :

MCreg =

SCreg _ SCreg

MCreg = :
Nbr de var . indépendantes 1




Test F de Fisher:

Statistique du test de Fisher :

MCreg
MCres

F =

MCre(y suit une loi de Fisher avec | ddl au
MCres

numerateur et n-2 ddl au denominateur



Test de signification de Fisher:

H,: (=0
H,: (=0
_ MCreg

Statistique de test: F
MCres

Regle de rejet :
Approche par la valeur p : Rejetde Hysi p=o

Approche par la valeur critique : Rejet de H, si

F=F,

ou I’ est basé sur la distribution de Fisher a | ddl au
numerateur et (n-2) ddl au dénominateur.



Tableau ANOVA :

Source Somme Degrés | Moyenne des carrés

de la des de liberté
variation carreés

Régression SCreg | MCreg = SCreg P MCreg
1 MCres
Résidu SCres n-2 MCres = SCres
n —

Totale SCT n- |



Inférence sur §,:
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- Inférence sur b
é Remarque : Dans le cas d’'un petit echantillon, suit une
b —

; l. - O [))O A §Z7’° (n _ 2)
(£0)
: vy
s =2

y 4

s(b,)=s|—+ x
n 22 _ 2
\/ 3 (x, — %)

g | i—1 il
§ Remarque : Dans le cas ou la taille de I’ échantillon est grande, la
= distribution de |” écart réduit est
(14
(01]
& b. —
= t =2 Bo A W(O;l)
: S (bo )




Intervalle de confiance pour [, :

FSTG Marrakech

Lintervalle de confiance pour f, est:

:% bO - S(b() ) X ta/2; (n—2) = /30 = bO — S(bO ) X ta/2; (n—2)
g o | 1-a
a/2 a/2
X X
- ta/2;(n-2) ta/Z;(n—Z)

Densité de probabilité de la loi
avec degré de liberté

Pr. AIT BABRAM Mohamed




Exercice :

Considérons le tableau d’observations suivant:

X I 2 3 4 5

y 3 7 5 1l 14

Représenter le nuage de points associée a ces données.
Développer I'equation estimee de la régression.

Utiliser I'équation estimée de la régression pour prévoir
la valeur de y lorsque x=4.

Calculer la MCres et 'erreur type de I'estimation.
Calculer 'ecart type estime de b,.

Utiliser le test de Student et de Fisher pour tester les
hypotheses suivantes :
H,: p,=0

H, : (=0

Présenter les résultats sous forme d’un tableau ANOVA.



VI. Utilisation de I’équation estimee de la
régression pour estimer et prevoir :

Lorsqu’on utilise un modele de regression lineaire simple, on
fait une hypothese sur la relation entre x et y. On détermine
alors I'équation estimée de la régression linéaire simple.

Ainsi, si les reésultats prouvent |'existence d’une relation
statistique significative entre x et y, et si le coefficient de
determination indique que [|'equation estimée de Ila
régression semble bien adaptée aux données, I'équation
estimeée de la regression peut servir a faire des estimations
et des previsions.



VI.I Estimation ponctuelle et estimation par intervalle :

Les estimations ponctuelles ne fournissent aucune
information sur la précision de I'estimation. Pour cela il faut
effectuer des estimations par intervalle:

0 Estimation par intervalle de confiance : estimation par
intervalle de la valeur moyenne de y pour une valeur
donnée de x.

O Estimation par intervalle de prevision : utilise lorsqu’on
souhaite obtenir une estimation par intervalle d’une seule
valeur de y correspondant a une valeur donnée de x.



Intervalle de confiance de la valeur moyenne de y :

En posant :

X, : valeur particuliere de la variable indépendante x

Y, :la valeur de y correspondant a x;,

E(y,): la moyenne ou espéerance mathematique de la var. dep.
y correspondant a X,

¥, =by +b,x, : correspond a I'estimation de E(y,) lorsque x = x,

Alors, on a:



Intervalle de confiance de la valeur moyenne de y :

Variance de j
—\2
2 o[ 1 (xp—x)

s; =S5"|—+

Yp -n E(xi_)—c)z-

Ecart type estimé de ), :

Intervalle de confiance de E(y,) :
y, t%syp

Student a n-2 ddl



Intervalle de prévision d’une valeur individuelle de y :

Estimation de I'ecart type d’une valeur individuelle

—\2
Sind=s\/1+l+ (xp X)

Intervalle de prévision dey,, : Y if%smd

Student a n-2 ddl

Estimation par intervalle de prevision de y,, :

y *t 8.
p % ind



VIl. Analyse des residus :Valider les hypotheses du modele :

Graphique des residus en fonction de x

o Graphique des résidus en fonction de Y

e Graphique des résidus en fonction de x :

A

Résidu de 'observationi: y -y,

 Graphique des résidus en fonction dey :

A

Résidu de 'observation i : V.=,



